Esercizio 1 sulle proiettivita - Francesco Daddi

25 giugno 2009

Esercizio 1. Determinare la proiettivita di P1(R) che lascia fissi i punti (1,0) e (0,1) e che manda
il punto (3,2) nel punto (1,1).

(i 2)(3))1:(5) ) ()==(1)

risolvendo il sistema lineare

Abbiamo

( a:kl
b=20
c=0
d = ko
3a+2c=1

(| 3b+2d=1

troviamo le seguenti soluzioni:

( a:%
b=0
c=0

_ 1
d=3
k=1
1
( ke =3

da cui ricaviamo ’espressione della matrice che rappresenta la proiettivita:

o W =
(@)

possiamo anche scrivere (moltiplicando la matrice per 6):

()= (as) ()



Esercizio 2 sulle proiettivita - Francesco Daddi

25 giugno 2009
Esercizio 2. Determinare l’espressione della proiettivita di Py(R) che (in coordinate proiettive)
manda i punti (1,1,-2), (0,1,1), (0,—1,0), (1,0, 1) rispettivamente in (1,2, -3), (1,1,1), (1,—1,1),
(3,0,2).

Determiniamo le proiettivita 77 e T5 tali che:

1 1 0 0
Ti:1 0 | — 1 s Tyl 1T ) — | 1 ;
0 -2 0 1
0 0 1 1
T1 . 0 = —1 3 T1 . 1 —> 0 y
1 0 1 1
1 1 0 1
T2 : 0 —> 2 3 T2 : 1 — 1 )
0 -3 0 1
0 1 1 3
T2 : 0 (g —1 ) T2 . 1 — 0
1 1 1 2

per 17 si ottiene la matrice

1 0 O
1 3 —4
-2 3 0
mentre per 15 si ottiene:
109 13
4 8 8
19 _13
2 8 8
_3 9 13
4 8 8

poiché la matrice che rappresenta una proiettivita ¢ definita a meno di multipli # 0, 75 € rappresentata
dalla matrice seguente (ottenuta moltiplicando per 8):

2 9 13
4 9 —-13
-6 9 13

Calcoliamoci I'inversa (a meno di fattori moltiplicativi) della matrice che rappresenta 77:

e}

1 0 12 0 0
% 0 % e quindi 8§ 0 4
3 _1 1 9 -3 3
4 4 4



a questo punto, per avere la matrice che rappresenta Ty o Ty ', ¢ sufficiente calcolare il seguente
prodotto tra matrici:

2 9 13 12 0 0 213 =39 75
4 9 —13 8 0 4 | = 3 39 -3
-6 9 13 9 -3 3 117 =39 75
La proiettivita ha le seguenti equazioni:
x) 213 -39 75 x1
xh | = 3 39 -3 T
xh 117 =39 75 x3



Esercizio 3 sulle proiettivita - Francesco Daddi

25 giugno 2009

Esercizio 3. Determinare i punti fissi e le rette invarianti della proiettivita rappresentata dalla
matrice

2 0 -3
3 -1 =3
2 -1 =2
Cerchiamo i punti (z1, o, x3) tali che
2 0 =3 T Iy
3 —1 -3 i) =\ T2
2 -1 =2 T3 3

il polinomio caratteristico della matrice risulta

pA) =N+ N —A—1
possiamo fattorizzare il polinomio nel modo seguente:

p(A) = (A =1\ +1)*;

svolgendo i calcoli troviamo

3 1
Vi=1 = Span 3 : Vi—_1 = Span 1
1 1

la proiettivita ha due punti fissi: (3,3,1) e (1,1,1). Una retta invariante ¢ la retta passante per i
due punti fissi, la cui equazione e

T 3 1
det re 3 1 =0 = 21—29=0;
T3 11

si osservi che questa retta (z; = z3) non & una retta di punti fissi (solo (3,3,1) e (1,1,1)
sono fissi).
Determiniamo ora le altre rette invarianti.

Primo metodo. La retta az; +bxy+cx3 = 0 deve avere per immagine la retta a 2} + bz +caly = 0.
Dal momento che la proiettivita inversa e

T -1 3 =3 )
To = 0 2 =3 .T/Q s
3 1 2 -2 2,

I'immagine della retta a z; + bxy + cx3 = 0 ha equazione

a(—x] +3axh —3a5) +b(2ah, —3a%) + c(—a) + 225 —225) =0



(—a—c)z) +Ba+2b+2c)rh+ (—3a—3b—2¢)xy =0

arriviamo al sistema seguente:
—a—c=ka
3a+2b+2c=kb
—3a—3b—2c=kc

i valori di k£ per cui si hanno soluzioni non nulle sono k =1e k= —1:
a 1
k=1 = b =t 1 = $1+£L’2—2$3:O
—2
a 1
k=-1 = b =t —1 = 1'1—1'220
c 0

abbiamo quindi ritrovato la retta passante per i due punti fissi della proiettivita. La retta x1 + x9 —
213 = 0 passa per (1,1,1) (punto fisso relativo all’autovalore con molteplicita algebrica = 2).

Secondo metodo. La retta a x| + bl + cxly, = 0 deve avere come controimmagine la retta a x; +
bxy 4+ cxs = 0 e quindi:

ari +bry+cay =0 = a2z; —3x3) +b(3xy — a9 —3x3) + (221 — 19 — 223) =0
si ricava la retta
(2a+3b+2¢)z1+ (=b—c)ra+(—3a—3b—2¢c)z3 =0
poiché questa retta deve coincidere con la retta ax; + bxs + cxs = 0 deve risultare:
2a+3b+2c=ka

—b—c=kb
—3a—3b—2c=kc

i valori di k per cui tale sistema ammette soluzioni non nulle sono k=1¢e k= —1:
a 1
k=1 = b =t 1 = x1+219—223=0
—2
a 1
k:—]. = b =1 —1 = Il—l’Q:O
0

abbiamo ritrovato i risultati ottenuti con il primo metodo.



Esercizio 4 sulle proiettivita - Francesco Daddi

25 giugno 2009

Esercizio 4. Determinare i punti fissi e le rette unite della proiettivita rappresentata dalla
matrice

8§ =9 =21
6 -7 21
0 0 2

Il polinomio caratteristico della matrice e
p(A) =A% —3X\*+4
che ammette la seguente fattorizzazione:
p(A) = A+ 1)(A—2)*;

determiniamo gli autospazi della matrice:

1 3 7
Vi=_1 = Span 1 ; Va2 = Span 2 ; 0 ;
0 0 2
i punti fissi sono (1, 1,0) e la retta proiettiva r passante per i punti (3,2,0) e (7,0, 2)
T 3 7
r:| xo | =al 2 | +06| O
T3 0 2

per la retta r troviamo l’equazione cartesiana 2xy — 3x9 — 7 3.

Le altre rette invarianti sono le tutte le rette passanti per il punto fisso (1, 1, 0) e per un punto qualsiasi
della retta (fissa punto per punto) r. Controlliamo se con i calcoli otteniamo quanto affermato. La
retta ax} + bl 4+ cxf = 0 deve avere come controimmagine la retta a x; + bxs + cx3 = 0:

axy +bay+cry=0 = a(8x1 —9xg—21a3) +b(6x1 — Tag—21a3) +c(2a3) =0

e quindi
(8a+6b)xy + (—9a—Tb)zs + (—21la—21b+2c)z3 =0

poiché questa retta deve coincidere con axy + bxs + cxg = 0, arriviamo al sistema seguente:

8a+6b=ka
—9a—-T7Tb=kb
—2la—21b+2c=kc
i valori di k per cui il sistema ammette soluzioni non nulle sono k = —1 e k = 2:
a —2
k=-1 = b =t 3 = 211 —319—Tx3=0
c 7
abbiamo ritrovato quindi la retta fissa punto per punto; se k = 2 invece:
a 1 0
k=2 = b =1 —1 + 1o 0 = tll‘l—tliﬂg—i-(tg—?tl)l’g:o;
c —2 1

in questo caso si ottengono, come gia anticipato, tutte le rette che passano per il punto fisso (1,1, 0)
e per un punto qualsiasi della retta (fissa punto per punto) r.



Esercizio 5 sulle proiettivita - Francesco Daddi
25 giugno 2009

Esercizio 5. Determinare i punti fissi e le rette invarianti della proiettivita rappresentata dalla
sequente matrice:

e S
O = O
— =N

Calcoliamo il polinomio caratteristico:
p(A) = —(A —1)°
esiste un solo autovalore, con molteplicita algebrica uguale a 3; risulta:

0
Vi=1 = Span 1
0

esiste quindi un unico punto fisso per la proiettivita: (0,1,0). Possiamo quindi gia affermare che non
ci sono rette fisse punto per punto.
Cerchiamo ora le rette invarianti.

Primo metodo. Le rette invarianti del tipo a xy + bxs + cx3 = 0; la proiettivita inversa ¢

Ty 1 0 -2 )}
To -1 1 1 b
s 0 0 1 7
per cui
ar; +bry+cr3=0 = a(x]—2x%) +b(—2) + 2y +25) + c(x5) =0
e quindi

(@—b)x) +baxy+ (—2a+b+c)ry =0;
arriviamo quindi al sistema seguente:
a—b=ka

b=kb
—2a+b+c=kc

il valore di k£ per cui si hanno soluzioni non nulle e k£ = 1; per tale valore ricaviamo

a 0
1

esiste dunque una sola retta invariante: x3 = 0.

Secondo metodo. La retta a 2} + bz} + c a2y = 0 deve avere come controimmagine la retta a x; +bxs +
crsz = 0 e quindi:

axy +bry+cary =0 = a(z; +2x3) +b(xy + 29+ x3) + c(23) =0



si ricava la retta
(a+b)xy+brg+ (2a+b+c)xs =0

poiché questa retta deve coincidere con la retta ax; + bxs + cxs = 0 deve risultare:

at+b=ka
b=kb
2a+b+c=kc

I'unico valore di k per cui tale sistema ammette soluzioni non nulle e k = 1:
a 0
=1 0 = x3=0
1

abbiamo cosi ritrovato il risultato ottenuto con il primo metodo.



Esercizio 6 sulle proiettivita - Francesco Daddi

25 giugno 2009

Esercizio 6. Determinare i punti fissi e le rette invarianti per la proiettivita di Po(R) rappre-
sentata dalla matrice

-3 0 -1
0o 1 1
0 -1 1

Il polinomio caratteristico & p(A) = —(A+3)(A? —2 A+ 2); l'unica radice reale & A = —3 e risulta:

1
VA—=_3 = Span 0
0

la proiettivita ha un unico punto fisso: (1,0,0); non esistono pertanto rette fisse punto per punto.
Cerchiamo ora le rette invarianti nella forma a | + ba), + c2f = 0; la proiettivita ha equazione

2, 3 0 -1 1
| = 0o 1 1 To
xh 0o -1 1 T3

per cui abbiamo:
az) +bry+cay =0 = a(-3z; —x3) +b(rg+ x3) +c(—12 +73) =0

e quindi
(=3a)r;+ (b—c)xa+ (—a+b+c)r3 =0

arriviamo percio al sistema

—3a=ka
b—c=kb
—a+b+c=kc
I'unico valore reale di k£ per cui si hanno soluzioni non nulle ¢ £ = —3:
a 17
=1 1 = 17Tx1+29+423=0.
4

Esiste dunque un’unica retta invariante, di equazione 17 x; + x5 + 423 = 0.



Esercizio 7 sulle proiettivita - Francesco Daddi

25 giugno 2009

Esercizio 7. Determinare i punti fissi e le rette invarianti per la proiettivita

0 1 -1
5 2 0
-1 1 1
Il polinomio caratteristico ¢ p(A\) = —(A — 2)(A — 3)(A + 2); abbiamo quindi tre punti fissi:

A=(0,1,1), B=(1,5,2) e C = (4,-5,3). Le rette invarianti sono le rette rap, rac € rpc:
rag 321 —To+23=0; Tac: 21 +20—23=0; rpoc:dr1+20—523=0.

Si osservi che le tre rette non sono fisse punto per punto.



Esercizio 8 sulle proiettivita - Francesco Daddi

25 giugno 2009

Esercizio 8. Dare un esempio di proiettivita di Py(R) avente due punti P,Q fissi ma la retta
passante per essi non € fissa punto per punto.

Basta considerare la seguente proiettivita:

O O =
— w O
N OO

posto P(1,0,0) e Q(0,0,1), abbiamo:

e(P)=P ; »(Q)=Q

la retta r passante per P e @ (di equazione r : x5 = 0) & una retta invariante; se consideriamo il
punto A(1,0,1), esso appartiene alla retta r e risulta:

100 1 1
03 0 ol=10];
012 1 2

il punto A ha immagine su r (infatti (1,0,2) € ) ma non & un punto fisso per la proiettivita ¢.



Esercizio 9 sulle proiettivita - Francesco Daddi
25 giugno 2009

Esercizio 9. Determinare l'immagine della retta r : x1 — x9 + 223 = 0 mediante la proiettivita
rappresentata dalla matrice

1 -1 0
1 0 1
1 -1 1

1 1 -1 0 1 x)
zo |— [ 1 0 1 zo | = | 2
T3 1 -1 1 T3 xh

x) 1 1 -1 T T
xh | — 0 1 -1 oy | = a2
b -1 0 1 Tl x3

a questo punto sostituiamo nell’equazione di r le espressioni di 1, x2 e x3:
T - @203 =0 = (2 4oy —ay) — (25— ay) + 2y +a5) =0

semplificando otteniamo I'equazione della retta r’ immagine di r (si noti che abbiamo cambiato di
segno):
rirl =22, =0.

Secondo metodo. Calcoliamo I'immagine di due punti € r, ad esempio (1,1,0) e (2,0, —1):

— = =
| o |
— —
_ = O
O = =
|

O~ O
— = =
| o |
— —
_ = O
=X
[a—

I

o= DN

=0 = 27—-225=0.

o,
)
=
8
S
O = O
—_ =N



Esercizio 10 sulle proiettivita - Francesco Daddi

25 giugno 2009

Esercizio 10. E’ data la conica x® + 2y* = 1; scrivere l'equazione in coordinate omogenee e
determinarne ['immagine mediante la protettivita rappresentata da:

1 -1 0
1 0 1
1 -1 1

L’equazione della conica in coordinate omogenee é:
2 2 2 _
] +2x5—x53=0.

Scriviamo ’equazione della proiettivita inversa:

x 1 1 -1 ) T
xh — 0 1 -1 | = 22 ;
xh -1 0 1 xh T3

a questo punto, per determinare 'immagine della conica, ¢ sufficiente sostituire al posto delle variabili
T1, T € T3 le espressioni date dalla proiettivita:

pi+2a5 a3 =0 = () +ah —a3)° + 202 —23)° — (—ap +a3)? =0
svolgendo i calcoli algebrici e semplificando arriviamo all’equazione della curva immagine:
2l + 3 (2h)? — 6 xhal + 2 (25)* =0
in coordinate non omogenee abbiamo:
2ay +3y* —6y+2=0;

si tratta di un’iperbole non degenere.



Esercizio 11 sulle proiettivita - Francesco Daddi

25 giugno 2009

Esercizio 11. E’ assegnata la conica x* — y?> +x — 1 = 0; determinarne la controimmagine
mediante la proiettivita rappresentata dalla matrice sequente:

0 0 -1
1 -1 -1
3 2 1

L’equazione della conica in coordinate omogenee e:
/\2 /\2 I /N2 .
(1) = (29)” + 2wy — (23)" =0

(si osservi che abbiamo messo gli apici in quanto dobbiamo determinare la controimmagine). La
proiettivita agisce in questo modo:

T 0o 0 -1 x1 )
To — 1 -1 -1 Ta = |
T3 3 2 1 T3 b

poiché la conica immagine, in coordinate omogenee ha equazione (z})? — (z4)? + zja5 — (24)* =0, &
sufficiente sostituire al posto delle variabili 7, x5, e 2% le espressioni fornite dalla proiettivita:

(—23) — (11 — 29 — 23)* + (—23) (321 + 2w +23) — (321 + 229 + 23)% =0

OVVero
—2x§ — 10x% —10xy29 — 721203 — 5303 — 8xzox3 =0

e, passando a coordinate non omogenee, ricaviamo:
102 +10ay + 5y + 70 +8y+2=0;

si tratta di un’ellisse reale.



Esercizio 12 sulle proiettivita - Francesco Daddi

25 giugno 2009

Esercizio 12. Sono assegnate in Po(R) le rettery : x1—x3 =0, 19 :x1—29 =0er3:201—23 =0
e il punto P(1,2,0). Determinare la proiettivita ¢ di Po(R) definita dalle sequenti condizioni:

o(ri) =ra 5 @(ry) =13 5 p(rs) =r ; (P)=P.

Le tre rette hanno intersezione vuota in Po(R) dal momento che risulta:

1 0 -1
det [ 1 -1 0 | #£0;
2 0 -1

cerchiamo le intersezioni 1 N7y, 19 N3 € 11 N 13!

1 —w3=10

Qrz=r1Nry = {xi—xzzo = Qi2(1,1,1)
Ty —29=0

Qoz =12N73 = {211,1_21,3:0 = @23(1,1,2)
Ty —w3=0

Quz=r1Nry = {2;1_230 = (Q13(0,1,0)

le immagini dei punti 12, Q23 € Q13 devono essere le seguenti:

©(Qr2) = Qaz 3 ©(Qa3) = Q13 ; ©(Q3) = Q12

svolgendo i calcoli arriviamo alla seguente rappresentazione della proiettivita:

-3 92 1
T 2 T
Y To — -2 2 —% T ,
. -4 2 1 .
con ki = —%, ko = —1 e ks = 2. Possiamo rappresentare la proiettivita anche nel modo seguente
(dopo aver moltiplicato per 2 la matrice):
T —6 4 1 I
Q: Ty — —4 4 -1 To

T3 -8 4 2 T3



Esercizio 13 sulle proiettivita - Francesco Daddi

25 giugno 2009

Esercizio 13. Determinare, se esiste, una proiettivita che lascia fissa la retta r : x1 — x9 = 0
(non necessariamente tutti i suoi punti), tutti i punti di s : x3 =0 e tale che il punto (0,1,1) abbia
immagine (1,2,1).

Scegliamo due punti di s : 23 = 0, ad esempio (1,0,0) e (0,1,0) e scegliamo due punti di
r:x; —x9 = 0, ad esempio (1,1,0) e (0,0, 1); deve risultare:

11 a2 13 1 1 a11 a2 13 0 0
21 Q22 (23 0 = 0 ; Q21 Q22 (23 1 = 1
a3 azz 33 0 0 @31 azz 33 0 0

(i fattori moltiplicativi devono essere uguali in quanto la retta r & una retta di punti fissi; inoltre
possiamo supporre che il fattore sia uguale a 1); a questo punto possiamo scrivere che la matrice che
rappresenta la proiettivita ha la seguente struttura:

1 0 «a
010 ;
00 ¢
ora analizziamo le altre condizioni:
1 0 a 1 1
01 b 1 = 1 € r infatti si ha automaticamente 1 — xy =0 ;
0 0 ¢ 0 0
1 0 a 0 a
019 0| = b €Er & a=2=o
0 0 ¢ 1

1 0 a 0 a 1
01 a 1 1= a+1 | =k| 2
0 0 ¢ 1 c 1
da cui
a==k 1
+1=2k = c=1
c=Fk k=1
e quindi otteniamo:
T 1 01 T
) — 01 1 T2
T3 0 0 1 T3



Esercizio 14 sulle proiettivita - Francesco Daddi

25 giugno 2009

Esercizio 14. Determinare la controimmagine di (3, —2) mediante la proiettivita rappresentata

dalla matrice
1 =2
3 4

Deve risultare

da cui

4
I’lzgk
Rt
27770

la controimmagine ha le seguenti coordinate omogenee: (8, —11) (abbiamo preso k = 10 per avere
coordinate intere).



Esercizio 15 sulle proiettivita - Francesco Daddi

25 giugno 2009

Esercizio 15. Determinare l’espressione delle proiettivita di Po(R) che fissano punto per punto
la retta r : x1 = xo e che mandano (1,0,0) in (2,3, —1).

Una proiettivita con le proprieta descritte deve fissare due punti della retta r, ad esempio (0,0, 1),
(1,1,0) (dobbiamo mettere lo stesso coefficiente moltiplicativo in quanto la retta ¢ fissa punto per pun-
to); dobbiamo quindi avere (per 'immagine del punto (1,0, 0) ¢ stato scelto il fattore moltiplicativo
uguale a 1):

app a2 a3 0 0 ajp G2 G413 1 1
g1 G2z A23 0 =k| O ; Q21 Q22 Q23 1 =k 1 ;
aszy Gz a33 1 1 aszy Gz as3 0 0

app a2 ais 1 2

a1 G2 (23 0 = 3 ;

aszy asp as3 0 —1

arriviamo quindi al sistema lineare

CL13:0
CL23:O
aggzk’

a1 + ajp = k
o1 + Q9o = k
az; +asy =0

ajl = 2
21 — 3
az; = —1

\

da cui abbiamo l’espressione delle matrici che rappresentano le proiettivita:
2 k-
3 k

2
-3
—1 1

> O O

si osservi che k # 0.



Esercizio 16 sulle proiettivita - Francesco Daddi

25 giugno 2009

Esercizio 16. Dire se la retta r : x1 — 2x9 = 0 € fissa punto per punto mediante la proiettivita

@ rappresentata dalla matrice:
-1

—_ O =
_ O O

1
0

Consideriamo il punto A(2,1,0) r; se r ¢ fissa punto per punto, A deve essere punto fisso per ¢.
Vediamo allora 'immagine del punto A:

1 -1 0 2 1
0 1 0 1 1=11
1 0 1 0 2

poiché il vettore (1, 1,2)T non & proporzionale al vettore (2,1,0)7, il punto A non ¢ fisso per ¢. Da
cio discende che la retta r non e fissa punto per punto.

Non solo, ma possiamo anche affermare che la retta r non € neanche invariante, dal momento che
il punto (1, 1,2) non appartiene a 7.



Esercizio 17 sulle proiettivita - Francesco Daddi

25 giugno 2009

Esercizio 17. Determinare l'immagine del punto improprio (1,3,0) mediante ’affinita
x 20 4+y—4
— .
Y r—y+1

L’affinita puo essere rappresentata nel seguente modo:

2 1 -4
1 -1 1
0 0 1

2 1 -4 1 5
1 -1 1 3| =1 -2
0 0 1 0 0

laffinita manda il punto (1,3,0) nel punto (5, —2,0).



Esercizio 18 sulle proiettivita - Francesco Daddi

25 giugno 2009

Esercizio 18. Determinare l'immagine del punto improprio (3,2,0) mediante la rotazione di 90
gradi in senso antiorario attorno al punto C'(4,—T).

Non e necessario svolgere calcoli; si tratta di un’affinita per cui la retta dei punti impropri e
invariante. Non solo, ma possiamo affermare che 'immagine ¢ il punto (2, —3,0) (si osservi, infatti,
che si tratta di una rotazione di 90 gradi). I calcoli confermano quanto abbiamo appena detto:

0 -1 -3 3 -2
1 0 -11 2 | = 3
0 0 1 0 0



Esercizio 19 sulle proiettivita - Francesco Daddi
maggio 2010

Esercizio 19. Determinare la proiettivita ¢ tale che:
¢:(1,0,1)— (1,1,1) ; ¢:(1,1,1)— (2,1,1) ;
v:(—=1,1,0) — (1,0,1) ; o({zx; =0}) ={x3 =0} .

Soluzione. Le prime tre condizioni ci indicano che la proiettivita e rappresentata nel modo seguente:

-1

1 21 kr 0 0 11 —1
1 10 0 ]{52 0 0 1 1 con kfl, kg, ]{53 7é 0
1 11 0 0 ks 11 0

(si osservi che la matrice a sinistra ha per colonne le coordinate delle immagini, mentre la matrice a
destra ha per colonne le coordinate dei vettori di partenza); svolgendo i calcoli troviamo:

—k1+2k2—k3 —k1+2k2 2k1—2k2+/€3
—kl +k2 —kl +k2 le — kz (1)
—k’l+k2—k3 —k1+k2 2k1—k2+/€3

ora dobbiamo concentrarci sull’ultima condizione, ovvero ¢({z; = 0}) = {z3 = 0}; prendiamo
(0,b,¢) # (0,0,0) (¢ un punto generico appartenente alla retta z; = 0) e calcoliamo la sua immagine:

—]{31+2k2—k33 —]f1+2k}2 2k’1—2k32+k3 0 (—k1+2k2)b+(2k’1—2k}2+k’3)0
—]{31 +If2 —]{51 —|—k,’2 2]{31 — k’g b = (—]{51 +k52)b+ (2 ]fl — ]fg)c
—k'1+k’2—k33 —]Cl—i—kig 2]{31—]f2+k53 ¢ (—k1+k‘2)b—|—(2k‘1—k2+k3)c

affinché I'immagine appartenga alla retta z3 = 0, la terza coordinata deve essere nulla per ogni scelta
di b e ¢, ovvero deve risultare:

ky = —t
—ky 4 ky =0 '
ko =—t cont#0 (ricordiamo che i k; sono # 0)
2 kl - kg + kg - 0 k "
3 pu—

sostituendo i risultati nella matrice (1) troviamo:

-2t —t t
0 0 —t con t # 0
—t 0 0
ponendo ¢t = —1 la proiettivita ¢ rappresentata dalla seguente matrice:

21 -1
00 1
1 0 O
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Esercizio 20. Determinare tutte le proiettivita di Po(R) tali che trasformano la retta v : z1 =0
nella retta v’ : x5 = 0, lasciano fissi tutti i punti della retta s : x1 = x3 e mandano il punto (—2,—3,1)
nel punto (2,1,3).

Poiché il punto (0,1,0) € r N s deve essere fisso (scegliamo il fattore moltiplicativo = 1) e
I'immagine di (0,0,1) € r deve avere immagine in x3 = 0, la matrice che rappresenta la proiettivita

ha la seguente struttura:
0
1

> Q
LIS

c 00

(si osservi che tutti i punti della retta z; = 0 hanno per immagine punti di 3 = 0). A questo
punto dobbiamo imporre che (1,0,1) € s sia fisso (scegliamo lo stesso fattore moltiplicativo preso
per (0,1,0), cioe 1, in quanto la retta s & una retta costituita da punti fissi per la proiettivita):

a 0 d 1 1
b 1 e 01=1{(20 ,
c 00 1 1
da cui
a+d=1 d=1—-a
b+e=0 = e=—b
c=1 c=1
infine dobbiamo imporre che I'immagine di (-2, —3,1) sia (2,1, 3):
a 0 1—a —2 2
b 1 —b -3 | =kl 1
10 0 1 3
da cui
( 7
“=3
—2a+1—a=2k -
—2b—3—-b=k = b= —=
~2 =3k 92
k=—-
0 3
si trova la seguente proiettivita (unica con le proprieta richieste):
7 2
0 2
T 9 9 I
T — —% 1 g To
s 1 00/ N
possiamo anche scriverla in questo modo (moltiplicando per 9):
To — -7 9 7 To

T3 9 0 0 T3
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Esercizio 21. Determinare la proiettivita di Po(R) tale che abbia come punti fissi A(1,0,0),
B(1,0,1) e C(1,1,0) e mandi il punto D(1,2,1) nel punto E(0,1,2).

Scriviamo le matrici 3 x 3 che hanno (1,0,0), (1,0,1) e (1,1,0) come autovettori relativi ad
autovettori k; # 0:

-1

111 kb 0 0 111
001 0 ky O 001 con ky, ko, kz # 0
010 0 0 Kk 010

si ottengono le matrici
kv =k + ks —Fki + ko
0 ks 0
0 0 ko

ora non resta che imporre 1'ultima condizione, ovvero il punto D deve avere come immagine il punto
E (mettiamo il fattore moltiplicativo uguale a 1):

—2]€1+2k3+k2:0

kv —ki+ks —ki+ ko 1 0
0 ks 0 2 1 =11 = 2ks =1
( 3
kl — 5
le soluzioni del sistema sono: ko, =2 ; arriviamo quindi alla proiettivita
1
| Fa =5
3 1 1
1 2 2 1
To — 0 % 0 To ,
T T
’ 0 0 2 ’
che possiamo scrivere cosi (moltiplicando per 2):
T 3 -2 1 T
To — 0 1 0 T
3 0 0 4 Z3



