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Esercizi sui fasci di sfere
4°C Liceo Scientifico - 22/03/2014

Esercizio 1. Sono dati il piano m: 2x + y +z = 0 e il suo punto P(1; 0; —2);

a) scrivere I’equazione del fascio ¥ di sfere tangenti a 7t nel punto P;

b) determinare il luogo geometrico dei centri di tali sfere;

c) trovare I’equazione delle sfere del fascio 7 aventi raggio pari a 5;

d) trovare I’equazione dell’eventuale sfera del fascio 7 passante per Q(2; —1; 0);

e) trovare I’equazione dell’eventuale sfera del fascio 7 avente centro sul piano a : y — z = 6;

f) trovare ’equazione dell’eventuale sfera del fascio F avente centro sul piano : x + y +z = 0;
g) trovare I’equazione dell’eventuale sfera del fascio ¥ avente centro sulla retta s { ch - ZZ 1

. ) x=3
h) trovare ’equazione dell’eventuale sfera del fascio ¥ avente centro sulla retta f : { v gz .

.. : Sy {x2+y2+z2—4x+2y—2z—3=0

Esercizio 2. Si consideri la circonferenza y : ;
X+2y—-2z+6=0

si determini il centro e il raggio di y.
Tra tutte le sfere contenenti y determinare:
a) le equazioni delle eventuali sfere passanti per A(1;1;0);
b) le equazioni delle eventuali sfere aventi raggio uguale a 11;
¢) le equazioni delle eventuali sfere tangenti al piano o : x + 1 = 0;
X=Yy
y=z-1

d) le equazioni delle eventuali sfere tangenti alla retta r : { ;
e) le equazioni delle eventuali sfere aventi centro sul pianof: x =2y —z — 6 = 0;

f) le equazioni delle eventuali sfere tali che I'intersezione con il piano ¢ : x —z = 0 sia una
circonferenza di raggio 2;

g) le equazioni delle eventuali sfere tali che I'intersezione con il piano ¢ : x —z = 0 sia una
circonferenza di raggio 2 V2;

h) quella di raggio minimo.
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Soluzione dell’esercizio 1.

a) Consideriamo la sfera di centro P e raggio nullo:
(x=1+y -0+ (z+2>=0
il fascio si ottiene nel modo seguente:
Frix—12+y-07>+(z+2>+A2x+y+2z)=0 (1)

svolgendo i calcoli si trova
F i+ +22+Q2A-2)x+Ay+@+A)z+5=0. 2)

b) Il luogo dei centri delle sfere € F ¢ la retta r avente equazioni parametriche

M)

scriviamo ora delle equazioni cartesiane per 7:

x=1+2u y=x;1
= =

y_ﬂz U=y

S p=z+2

se ora uguagliamo la prima equazione con la seconda e la seconda con la terza abbiamo delle equazioni cartesiane per la

retta 7 .
x_
= -2y-1=0
r: 2 ¥ = r: ey
y-z-2=0

y=z+2

¢) Sfruttando I’equazione (2), possiamo completare i quadrati:
2

R R i o R e

il raggio della generica sfera e

Ry = \/()\—1)2+(%)2+(4;A)2—5=gml;

imponendo che il raggio sia pari a 5 abbiamo

V6

7|/\|=5$/\1=— 5\/8

P A= -2

Q1
“I5

sostituendo questi valori nell’equazione del fascio troviamo le due sfere:

103\/6—2)x+53—\/6y+(4+%)z+5=0 ;

F1:x2+y2+zz+( 3

To: 4y +2 +(—ﬂ—2) ?y (4—%) +5=0 .
d) Basta sostituire le coordinate del punto Q(2; —1; 0) (!) nell’equazione del fascio (1):
F:2-12+(-1-02+0+2*+A2-2+(-1)+0)=0 = 6+31=0 = A=-2
sostituendo A = —2 nell’equazione del fascio ¥ ricaviamo I’equazione della sfera:

PP+ -6x-2y+2z+5=0.

Isi osservi che il problema ha soluzione in quanto Q ¢ 7



e) Poiché il piano «a : y —z = 6 risulta parallelo alla retta r avente equazioni parametriche date dalla (3) (%), il problema
non ha soluzione: non ci sono sfere € ¥ con centro sul piano a.

f) Intersecando la retta r con il piano B si ottiene:

x—§

2

x=1+2pu x=1+2p x=1+2u 1

y=u ¥y=7

= = 4
y=H = y=H = z==2+u =

z==-2+U z==-2+Uu 7

x+y+z=0 1+2u+p—-2+p=0 [uzl S

1

k=3

. . o\ 31 7 . . . . . .
il centro della sfera ¢ percio il punto C (5 e _ZL); I’equazione della sfera si determina osservando che il centro ¢ C e il

O TR e N (T ST e

1 7
2 12+ 22 3x——y+-2z+5=
X +y +z°-3x Y z 0

raggio & CP:
2

g) Si tratta di intersecare la retta 7 con la retta s:

x=y

=3z-1
z 2y-1=0 = sistema impossibile
y—-z—-2=0

non ci sono quindi sfere con le proprieta desiderate.

h) Si tratta di intersecare la retta 7 con la retta t:

x=3y

3y=-3z x=3
2y-1=0  1YC

X = y_ - Z:—l

y—-z-2=0

I’equazione della sfera si trova osservando che passa dal punto P e che ha centro nel punto (3,1, -1):
(=3 + Wy -1 +@z+1=(1-3"+(0-17+(-2+1)
da cui otteniamo

P+ +z22-6x-2y+2z+5=0.

Soluzione dell’esercizio 2.

Calcoliamo il centro e il raggio della sfera x? + y? + z2 —=4x+ 2y — 2z — 3 = 0 con il metodo del completamento del
quadrato:

PP+ —4x+2y-2z2-3=0 = (x—2)2—4+(y+1)2—1+(z—1)2—1—3:0 =

= -2 +Wy+1)>?+z-17=9
si arriva quindi a
C2;-1;1) ; R=V9=3.

x-2y-1=0
2 5\

cio ¢ equivalente ad affermare che il sistema y—z—-2=0 ¢ impossibile

y—-z=6



Indicando con 7 il piano di equazione cartesiana x + 2y — 2z + 6 = 0, la circonferenza y ha raggio r pari a

R+2-(-)-2-1+6]]

SRR EREr e 3

r=+/R2=[d(C n)]* = 432—[

per trovarne il centro di y (che indichiamo con C,) ¢ sufficiente intersecare il piano 7 con la retta s passante per C e

ortogonale a 7t:

X 2 1
s:|ly |=| -1 |+t 2 |,
z 1 -2
sostituendo le equazioni di s nell’equazione dimm: x +2y -2z + 6 = 0 si trova

2+t+2-(-1+28)-2-(1-20)+6=0 = t:—g = Cy:(14 1—72)

97 979
Per risolvere i punti successivi scriviamo il fascio F di sfere contenenti la circonferenza y:

F o+ +22—4x+2y—2z-3+A(x+2y—-2z+6)=0 conAeR.

a) Sfruttando il fascio (5), imponiamo il passaggio per il punto A(1,1,0) sostituendox =y =1ez =0:

-3+9A=0 = )\=%;

con questo valore otteniamo la sfera

1 11 8 8
x2+y2+zz—4x+2y—22—3+5-(x+2y—22+6):O = x2+y2+22—?x+§y—§z—120.
b) Il fascio 7 puo essere scritto nel modo seguente:

P+ +22+ A —4)x+Q2A+2)y+(-2A-2)z+61-3=0

con il metodo del completamento del quadrato possiamo scriverlo cosi:

(“A;4)2_(AT_LL)Z+(y+“1)2‘(“1)2+(Z—A—1)2—(—A—1)2+6A—3=o

2 2
(;w#) +(y+/\+1)2+(z—/\—1)2:(#) FA+1) 4 (A-12-6A+3

a2
(x+A24)+(y+/\+1)2+(z—A—1)2:ZA2—4/\+9;
al variare di A € R il centro della sfera ¢ 10
CAz(;;—/\—l;)\+l)
2
mentre il raggio ¢

Ry = Z/\Z—4/\+9

a questo punto basta uguagliare a 11 Pespressione del raggio:

Ry=11 = JZA2—4A+9=11
56

AP—41+9=121 = A =8 ; h==

elevando al quadrato si ha

4
4
le due sfere hanno equazioni

PP+ —4x+2y—2z-3+8(x+2y—-2z+6)=0 ;

(4)

(5)

(6)

?)



56
PP+ —A4x+2y-2z-3- §(x+2y—22+6) =0
svolgendo i calcoli ricaviamo:
92 94 94 121

PP+ +4x+18y—-182+45=0 ; x2+y2+zz—3x—3y+3z—T=0.

. . -A - . .
¢) Imponiamo che il centro ( ;-A=1;A+ 1) abbia distanza dal piano x + 1 = 0 uguale al raggio:

4-A

22 41)

2 [9

S — N e VA )}
V12 + 02 + 02 4 +?

elevando al quadrato e risolvendo otteniamo i seguenti risultati:

1
)\1 =0 ; /\2 = E
quindi le due sfere che risolvono il punto c) sono

PP+ —4x+2y-2z-3+0-(x+2y-2z+6)=0 ;

1
x2+y2+z2—4x+2y—22—3+E-(x+2y—22+6)=0;

svolgendo i calcoli si ricavano le equazioni cartesiane delle due sfere:

7
x2+y2+zz—4x+2y—22—3=0 ; x2+y2+zz—§x+3y—3z=0.

d) Primo metodo. Scriviamo le equazioni parametriche della retta r

HEH

e le inseriamo nell’equazione della sfera generica scritta nella forma (6), ottenendo cosi
P+P2+0+tP+A=4t+QA+2)t+(2A-2)(1+t)+6A1-3=0
= 32+ (A-2)t+41-4=0
imponiamo ora che le soluzioni siano coincidenti uguagliando il A a zero:
A=0 = (A-22-4-3-(4A-4)=0 = A2-521+52=0
risolvendo troviamo 1 seguenti valori del parametro A:
A =26+4V39 ; Ay=26-4V39
e, sostituiti nel fascio (5), ricaviamo le equazioni delle due sfere con le proprieta richieste:

PP+ 22+ (2244 V39)x + (54 +8 V39) y + (=54 — 8 V39)z + 153 +24 V39 =0 ;
PP+ 22+ (22 -4 V39)x + (54 — 8 V39) y + (54 + 8 V39)z + 153 — 24 V39 =0 .

Secondo metodo. Calcoliamo la distanza del centro C, dalla retta r e imponiamo che sia uguale al raggio R,; scriviamo
’equazione del piano ortogonale a 7 e passante per C;:

l(x—¥)+1(y—(—/\—1))+1(z—(/\+1)):0 N x+y+z—2+%=0

intersechiamo ora il piano trovato con la retta 7, determinando in questo modo il punto Hj:

)
"3 6
xzy
_ 1 A
y—Z_l :>H: ==—-—=
A * YT37%
x+y+z—2+§:0
,ot A
3 6



a questo punto uguagliamo la distanza H,C, al raggio Rj:

H/\C)\ = R/\ =

N AR R I SUSUER e

elevando al quadrato e semplificando abbiamo:

A 5V (4 5\ (1 7\ 9,
(5-3) +(5+5n) +(3-54) =322 -2+

svolgendo i calcoli algebrici arriviamo alla seguente equazione

A2 13 13

o _ 2 -0

12 3 3

e, risolvendola, ritroviamo i valori gia visti nell’altro metodo:

A =26+4V39 ; A, =26-4V39.

e) Primo metodo. II centro si trova sulla retta s (asse del fascio le cui equazioni sono date dalla formula (4)) e sul piano
B:x—2y—2z—6=0,quindi basta determinare I'intersezione s N B; si arriva all’equazione

24t-2(-1+2H-(1-20-6=0 = —3—-t=0 = t=-3;
il centro della sfera ¢ C(=1; —7; 7) quindi, per trovare A, basta uguagliare al centro generico del fascio

CA:(4;—A;—/\—1;)\+1)

(¢ sufficiente uguagliare una sola coordinata, ad esempio la z):
A+1=7 = A=6,

da cui
PP+ —4x+2y—22-3+6-(x+2y-2z+6)=0

svolgendo i calcoli si ottiene
PP +22+2x+14y-142+33=0.

Secondo metodo. Possiamo determinare A semplicemente sostituendo nell’equazione cartesiana di § le coordinate di Cj:

4-2 A
—— "2 (A-D-(A+1)-6=0 = 3+7=0 = 1=6.

Sy . . 65 . S . .
f) Poiché la circonferenza y ha raggio r = —— =~ 2,69 > 2, non ci sono sfere con le proprieta richieste. Vediamo di

ritrovare questa conclusione con i calcoli algebrici; il centro Cy ha distanza dal piano 0 : x —z = 0 paria

4-2
—— (A1)

d: =
iR V2

poiché il raggio della circonferenza intersezione deve essere uguale a 2, deve risultare:

2
1—§A)

2= JRP -2 = 2= Z/\2—4)\+9—(Tz

elevando al quadrato e semplificando abbiamo:

3
1-2
-3

9., 5 17
4= V=St

5 9 10+4 V14
2_Z)1+2=0 = - .

| \©



le radici complesse ci indicano che non ci sono soluzioni, quindi ritroviamo cio che abbiamo affermato prima.

65 . . . .\ . . ..
g) Stavolta, essendo 2 V2 > T\/_, il problema ha soluzione; ripercorrendo cio che ¢ stato fatto per il punto f), arriviamo

alla seguente equazione:

3 \2
9 1-3%)
2V2= \|R) -2 = 2V2= A9
elevando al quadrato e semplificando abbiamo:
9, 5 17 9, 5 1_
8—8)\ 2)\+ > = 8/\ 2)\+2—0
da cui ricaviamo le due soluzioni )
Ay = 5 Ay =2

sostituendo nell’equazione del fascio (5) otteniamo le equazioni delle due sfere:
2
Pyt +—4x+2y-2z-3+ §(x+2y—22+6) =0 ; P+ +22—4x+2y-2z-3+2(x+2y-2z+6)=0

svolgendo i calcoli abbiamo

34 22 22 5
x2+y2+zz—3x+3y—3z—§=0 ;o PP+ -2x+6y—-62+9=0.

h) Il raggio minimo ¢ quello di y, ovvero

Tonin = ~2,69;

min

V65
3

possiamo ritrovare questo risultato minimizzando Rj:

9 9 8\ 9 (8 9 8\2 65

= 22 = Z. — =) = .= = I — — —_

Ri=yghi-aas9 \/4 (A 9) 1 (9) o \/4 (A 9) "9
8

il minimo si ottiene per A = ¢ il valore minimo di R, corrispondente ¢ proprio r = —— :

la sfera di raggio minimo ha equazione cartesiana
x2+y2+zz—4x+2y—22—3+g(x+2y—22+6) =0

svolgendo i calcoli

28 34 34 7
2 2 2 49 oE 9 L _
X+y +z 9x+9y 9z+3 0.

Esistono altri due metodi per ricavare la sfera di raggio minimo:
1. imponendo che il centro C; appartenga al piano m: x +2y —2z+6 = 0:

(#;—A—l;)\ﬂ)en - #+2(—/\—1)—2(A+1)+6=0

9 8
= 4--A=0 = A=_-.
2 9
2. imponendo che C, coincida con C,:
4-A 14 17 17
(FFima-tan)=(3i-55)
basta uguagliare una sola coordinata, ad esempio la z:

17 8
1=— =—.
A+ 5 = A 9



