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Ingegneria Meccanica - Geometria e Algebra Lineare

Anno accademico 2014/2015 - Primo compito in itinere
Esercizio 1. Dato il seguente sistema nelle incognite x, y, z con k parametro reale:
r—y=1
r+ky+kz=kF—-1
r—y+kz=-2
a) determinare eventuali valori di k per cui il sistema ammette una e una sola soluzione:

b) determinare eventuali valori di k per cui il sistema non ammette soluzione:

Esercizio 2. Sia S il sottoinsieme dello spazio M3 2(RR), matrici reali di ordine 2, costituito dalle matrici
A =(a;j) con (a1 +az =0) A (a12+ az =0).
a) Scrivere il generico elemento di S e, se S €’ un sottospazio di M 2(R), determinarne una base:

b) Indicato con A il sottospazio di M3 2(R) delle matrici antisimmetriche, determinare il generico elemento di

ANS:

Esercizio 3. a) Sia determini la matrice A associata rispetto alla basi canoniche di R? e di R* all’applicazione
Ly:(z,y,2)T eR3v— (x—kz , 20+y+(1—k)z, ky , 22+ (1 —k)2)T e R%

b) determinare eventuali valori di k per cui L4 e’ surgettiva:

c) determinare eventuali valori di k per cui dim(ker L) = 1 ed una base per il corrispondente Im(L4) :

d) determinare eventuali valori di k per cui (0,0,0,1)7 € Im(L )

Esercizio 4. a) Scrivere I'equazione cartesiana del piano « passante per A = (1,0,1) e contenente la retta

r+y—z=1
T
T—2y+2z=1




b) Scrivere 'equazione cartesiana del piano 7 contenente le rette rp passanti per P = (3, —1, 1) e parallele al
piano a.

¢) Scrivere 'equazione cartesiana della generica sfera tangente al piano a in A.

d) Tra le sfere di cui al punto ¢) individuare la sfera S tangente al piano 7. Tra le rette rp di cui al punto b)
scrivere equazioni cartesiane della retta tangente ad S.

Esercizio 5. Si risolva il sistema nelle variabili complesse z e w :

(z+w) =i
V3
zZ—w=—

2

Esercizio 6. Si consideri la matrice reale

3 -2 -3
A= 1 0 -3

0 0 2

a) Gli autovalori di A ed i corrispondenti autospazi sono:

b) Si determinino gli eventuali valori del parametro reale k per cui (3 4+ 2k, —k + 1,1)T ¢ autovettore di A.

Esercizio 7. Date le matrici quadrate A e B di ordine 4 a coefficienti reali, dire se le seguenti affermazioni
sono vere o false:

a)rg(A) =4, A2B=0 = 1g(B) > 1 V F
b) det(A) #0, B2A=A = B =4I V F
c) A3 =0 = Im(A?%) C ker(A) V F
d) det A #0 = A ammette 'autovalore 0 vV F

)
e) Se rgA = 3 e rgB = 3 indicare quali tra i seguenti casi sono possibili:

erg(A2B) =0 erg(A’B) =1 erg(A%B) =2 erg(A’B) =3 erg(A2B) =4
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Anno accademico 2014/2015 - Secondo compito in itinere

Esercizio 1. Si consideri la matrice

1 Kk 0
A= k
0 -k 1

a) Le radici caratteristiche di A sono:

b) I valori di k per cui A e’ triangolabile sono:

¢) I valori di k per cui A e’ diagonalizzabile sono:

d) Per k£ = 0 si determini una base ortonormale dell’autospazio associato all’autovalore A = 1:

¢) Per k = 1 si determinino i valori h tali che (A — hI)® non sia la matrice nulla.

Esercizio 2. a) Si scriva 'equazione cartesiana del cilindro proiettante la curva

2?2y 422 —-4y—2=0
1 2=0

secondo la direzione v = (1,1, —1)7:

b) Si consideri il punto P(3,2,—1) e si determini I’equazione cartesiana del piano 7 passante per P che sezioni il cilindro
in una conica v doppiamente degenere.

Esercizio 3. Si risolva I'equazione complessa exp(z — mi) = 1 — /3.




Esercizio 4. Si consideri la quadrica Q, : ka? + (k — 1)y + k2> + 222 +k+1=0.

a) Gli eventuali valori di k per cui Qf €’ non degenere sono:

b) gli eventuali valori di k per cui Qy e’ a punti ellittici sono:

¢) gli eventuali valori di k per cui Qf e’ un iperboloide iperbolico sono:

d) gli eventuali valori di k per cui Q e’ un cilindro parabolico sono:

Esercizio 5. a) Si determini I’equazione della parabola avente la retta © —y — 1 = 0 come diametro, come tangente
nel punto 7'(1,0) la retta di equazione 32 —y — 3 =0 e passante per P(4,0).

b) Si determini 'equazione dell’asse di simmetria della parabola.

Esercizio 6. Sia F il fascio di coniche aventi la retta y = 1 coniugata al punto improprio dell’asse delle y e come
tangente in 7'(0,2) la retta 22 +y—2=0.

a) Dire se le seguenti affermazioni sono vere o false:

e in F esiste una conica avente per asse la retta z4+y—1=20 vV F
e in F esiste una conica avente come centro C(1, 3) vV F
e in F esiste una conica tangente alla retta x = —1 vV F

b) L’iperbole equilatera di F ha equazione:

Esercizio 7. Dire se le seguenti affermazioni sono vere o false:

1) Ae My n(R), rg(A) =1 = tr(A) #0 V F
2) Ae My, (R), A= AT, 2,y e R" non nulli, Ar=2z e Ay=—-y = zly V F
3) A,B € M, »,(R) non nulle, A2=A4 e B2=B = det(AB) #0 vV F

4) A € M33(R), rg(A?) # rg(A), A? non diagonalizzabile = A e nilpotente V F



COZNOME € NOIMIE  .oooiiiiiiiiiiiiiie et

Numero di matricola ...t

Ingegneria Meccanica

Geometria e Algebra Lineare

Anno accademico 2013/2014 - Primo compito in itinere

Esercizio 1. Sia T : (z,y,2)T € R® = (z —y,22 4+ 2,y — 2,2)T € R%
Dire se le seguenti affermazioni sono vere o false:

a) dim (ker T') =1 \Y%
b) dim (Im 7T') = 2

c) ker T'= Span {(1,-1,2)}

d) T-%(0,0,0,0) e’ sottospazio di R?

< < < <
eI T I

e) (0,0,0,1)T@ Im T =R3

Esercizio 2. Dato il seguente sistema nelle incognite x, y, z con k, h parametri reali:

hx—y+(1—-h)z=0
x4+ (1—h)z=—-14+h+k
I-h)ze+y+(2—-h)z=1—-h—k

a) determinare eventuali valori di h e k per cui il sistema ammette una e una sola soluzione:

b) determinare eventuali valori di h e k per cui il sistema non ammette soluzione:

c¢) determinare eventuali valori h e k per cui il sistema ammette infinite soluzioni:

Esercizio 3. Sia A’ la matrice completa relativa al sistema dell’esercizio n.2 e sia Ly : (x1,$2,$3,x4>T €
R* — (y1,92,93)" € R3 I'applicazione lineare avente A’ come matrice associata rispetto alle basi canoniche di
R* e di R?;

a) determinare i valori di h e k per cui dim Im L4 =3 :




b) determinare i valori di h e k per cui dim ker Lg =2 :

c) per h =2 e k = —1, determinare la controimmagine del vettore e; — ey — 2e3, specificando se si tratta di
un sottospazio vettoriale.

r=1+t
r=1
Esercizio 4. a) Assegnate leretter : ¢ y =1 eds: determinare I’equazione cartesiana
2y —2=3
z=1+41
del piano 7 contenente r e parallelo a s.

b) Determinare una rappresentazione cartesiana per il luogo dei punti dello spazio P = (z,y, z) appartenenti
al piano 7 ed aventi distanza 5 dal punto @ = (2,2, —2). Di che cosa si tratta?

Esercizio 5. a) Le equazioni delle sfere tangenti nell’origine al piano « : z —y+2z = 0 e tangenti ulteriormente
al plano f:ox+y—z=1:

Esercizio 6. Sia T': V — W un’applicazione lineare con dim V =n e dim W =m.

Dire se le seguenti affermazioni sono vere o false:

a)dimImT=n=n<m
b)dimker T=0=n=m

c¢) T iniettiva = ker T'= {0y }

< < < <
ST '

d)n=m A dim (ker ') =1 == T non surgettiva

Esercizio 7. Date la matrice quadrata A, di ordine 5 a coefficienti reali.

Dire se le seguenti affermazioni sono vere o false:

a) A2=A = detA#0

b) Im(A4) = Im (4%2) ==  ker (A) D ker (A?)

< < < <
eSS B S E

Im
c) A2=A4 = ker (A) NIm (A) = {0y}
A2

d) A2=A4 = TIm (4% =1Im (4)



COZNOME € NOIMIE  .oooiiiiiiiiiieiieee e

Numero di matricola ...........ccoooiiiiiiiiiii

Ingegneria Meccanica

Geometria e Algebra Lineare
Anno accademico 2013/2014 - Secondo compito in itinere

Esercizio 1. Si consideri la matrice
2—k 2k—-2 2k—-2

A= 0 —k 0
0 2k k

a) Le radici caratteristiche di A sono:

b) I valori di k per cui A e’ triangolabile sono:

¢) I valori di k per cui A e’ diagonalizzabile sono:

d) Per k = 0 si determini una base dell’autospazio associato all’autovalore A = 0:

Esercizio 2. a) Si scriva l'equazione cartesiana della superficie Q ottenuta ruotando la retta r : { z i i/ attorno alla

retta a: { ; i ; e la si classifichi:

b) Si scrivano le equazioni della circonferenza v di raggio minimo contenuta in Q.

Esercizio 3. Si consideri lo spazio vettoriale R3, il suo sottospazio V’/ = {(:U7 y,2)l 22—y = O} ed il vettore

T
v = (% , % , 0) € V', Si determini una base ortonormale di V' comprendente v.




1 3
Esercizio 4. Si considerino i numeri complessi z; = —3 + 72 e 20 =2 —V2i.

a) Si determinino in forma algebrica i numeri complessi Z%7 e Z%g :

b) Si determini |25] e |237 - 23]

¢) I numeri complessi z tali che exp(z) = z; sono:

d) Tra le soluzioni z del punto c) si individuino quelle aventi parte immaginaria minore di 8.

Esercizio 5. Si consideri il fascio F generato dalle coniche v, : 22432 =2 =0 e 7, : xy = 1, per il quale consideriamo
l'equazione z? +y? — 2 +2\(zy — 1) = 0.

a) Si determinino i punti base e le coniche degeneri del fascio F.

b) Si determinino le equazioni delle rette tangenti comuni a tutte le coniche del fascio.

¢) Si determinino eventuali elementi di simmetria comuni a tutte le coniche del fascio.

d) Si determinino i punti che hanno la medesima polare rispetto a tutte le coniche del fascio.

e) Si determini la conica del fascio che ha un asintoto parallelo alla retta r : z — 2y = 3.

Esercizio 6. Scrivere la matrice A diagonalizzabile con autovalori A\ = 1, Ay = —1, A3 = 2 e corrispondenti autospazi
Vi, = Span ((1,0,1)7), Vi, = Span ((0,0,1)”) e Vi, = Span ((0,1,1)7).

Esercizio 7. Rispondi alle seguenti domande:

a) Se AT = —A, A =1+ 34 puo’ essere radice caratteristica di 4 2 (Si) (No)

b) Sia A € M3 3(R) diagonalizzabile con autovalori \; = 1, Ay = —1, A3 = 10. Il determinante di A® ¢’

¢) Se A € My 4(R) ¢ nilpotente con dim(ker(A)) = 3, I'indice di nilpotenza e’
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Esercizio 1. Dato il seguente sistema nelle incognite x, y, z con h parametro reale:

r+hy—z=nh
hxr4+y—hz=1
x+ z=-2h

(h+2)z+(1+h)y—hz=1—h

a) determinare eventuali valori di h per cui il sistema ammette una e una sola soluzione:

b) determinare eventuali valori di A per cui il sistema non ammette soluzione:

¢) determinare eventuali valori h per cui il sistema ammette infinite soluzioni:

Esercizio 2. Sia A’ la matrice completa relativa al sistema dell’esercizio n.1 e sia L4 : R* — R?* I’applicazione lineare
avente A’ come matrice associata rispetto alle basi canoniche di R?;

a) determinare i valori di ~ per cui dim Im L =3 :

b) determinare i valori di h per cui dim ker Ly =2 :

¢) per h = 0, determinare i valori del parametro k per cui il vettore e; + kea + (1 + k) e3 + e4 appartiene ad ImZL 4/:

Esercizio 3. Calcolare:
a) 21303 essendo z = exp z§ :




V3
2

1.
b) i numeri complessi w che risolvono I'equazione complessa expw = — -1

¢) i numeri complessi z che risolvono 'equazione complessa exp (2Z — m¢) = exp 2

Esercizio 4. a) Il luogo dei centri delle sfere tangenti in O = (0,0,0) alla retta r : { Z : e’:

r—2y=0

Ytz =2 rispettivamente nei punti O ed S = (0,0, 2) ha equazione:

b) La sfera I" tangente alle rette r ed s : {

¢) La circonferenza sezione di I" con il piano « : y + z + 1 = 0 ha centro e raggio:

d) La sfera avente lo stesso centro di I' e tangente al piano « ha equazione:

Esercizio 5. Dire se le seguenti affermazioni sono vere o false Date le matrici quadrate A, B di ordine 5 a coefficienti
reali

a) det(A) #0 = dimker(A?BA) = dimker B VvV F
b) det(—2 A B) = 2° det(A) det(B) V F
Dati in R* i sottospazi V = Span {(1 0 —2 3)T, (=12 =3 0)T, (02 -5 —3)T} e W =Span{(0001)}*,(0010)7}
a) dimV =3 vV F
b) dim W = 2 V F
¢) dim(V N W) >1 V F
d) W’ =Span{ (000 1)T} e sommando diretto di V/ V F

Si consideri Papplicazione lineare T : R? — R3 tale che Vv € V/ = Span{(1 0 1), (0 1 —1)T} si ha T'(v) = v e risulta
ker T'= Span {(0 1 0)T}. Scrivere la matrice associata a T rispetto alla base canonica.
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Esercizio 1. Si consideri la matrice
1 1 2+4+a

A= -1-a —a —-1-a
0 0 a

a) Le radici caratteristiche di A sono:

b) I valori di a per cui A €’ triangolabile sono:

¢) I valori di a per cui A e’ diagonalizzabile sono:

d) Per a = 1 lautospazio associato all’autovalore A =1 ¢

e) Per a = 1 gli autovalori di A? sono:

f) Per a = 1 un autovettore di A che e’ anche autovettore di A? e’

3y2 —22422=0 o -

Esercizio 2. a) L’equazione del cono C di vertice V = (0,0, 1) e direttrice { r—2y =1

b) Determinare i valori dei parametri reali h e k tali che la sezione del cono C con il piano z = 0 coincida con la conica
di equazione

2?2+ (k—h)y? — 4k —h)zy+k+h+8=0
v z=0.




Esercizio 3 a) Le coordinate omogenee dei punti impropri A, ed A’ della conica v : 2% +3y? —day —2x+1=0
sono rispettivamente

b) gli asintoti @ ed @’ di v hanno equazione rispettivamente

c) il polo della retta impropria rispetto a v ha coordinate omogenee

d) Tl fascio F di iperboli aventi come asintoti le rette a ed @’ ha , in coordinate omogenee, equazione

e) le coniche degeneri del fascio hanno equazioni

Esercizio 4. Sia F un fascio di coniche aventi, tra i suoi punti base, il punto di coordinate omogenee (1, —1,0). Dire
se le seguenti affermazioni sono vere (V) o false (F):

a) in F possono esistere circonferenze V) (F)
b) in F possono esistere parabole (V) (F)
¢) in F possono esistere parabole con asse parallelo alla retta r: 2 —y+1=0 (V) (F)
d) in F possono esistere iperboli equilatere (V) (F)

Esercizio 5. Dire se le seguenti affermazioni sono vere (V) o false (F):

a) A€ M33(R), det A=0,trA=0, A> #0 = A non diagonalizzabile V) (F)

b) A e My »(R), rgA =1, A =2 autovalore di A = trd =2 (V) (F)
c) Ae My, n(R), 1gA=1,trA=0 = A nilpotente (V) (F)
21 0 0
. . . S . . ~ 12 0 O
Esercizio 6. Si consideri la quadrica Qj avente come matrice assegnata Ay = 00 -2 k ;
0 0 k &k

a) gli eventuali valori di k per cui Qf €’ riducibile sono:

b) gli eventuali valori di k per cui Qy e’ un paraboloide sono:

¢) gli eventuali valori di k per cui Qf €’ un cono reale sono:

d) gli eventuali valori di k per cui Qf €’ un ellissoide sono:

e) gli eventuali valori di k per cui Q e’ un iperboloide a due falde sono:
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Esercizio 1. Dato il seguente sistema nelle incognite x, y, z con k, h parametri reali:

kr+y—z=—-k
1-kKy+z=h+k
y+(1—k)z=2h+1

a) determinare eventuali valori di k& e h per cui il sistema ammette una e una sola soluzione:

b) determinare eventuali valori di k e h per cui il sistema non ammette soluzione:

¢) determinare eventuali valori di k e h per cui il sistema ammette infinite soluzioni:

Esercizio 2. Sia A’ la matrice completa relativa al sistema dell’esercizio n.1 e sia L4 : R* — R3 I’applicazione lineare
avente A’ come matrice associata rispetto alle basi canoniche di R* e R3;

a) determinare i valori di k e h per cui dim Im Ly =3 :

b) determinare i valori di k e h per cui dim ker L4 =2 :

c) per h = —1, k = 0 determinare una base di Im L 4 e completare ad una base di R3:

d) per h = —1, k = 0 determinare la controimmagine del vettore e; + es + e3:

Esercizio 3. Si consideri ’equazione complessa

(%) 22+ (a—1)22—(1—-a)z+a>=0;



a) 1 valori di a per cui ’equazione ammette come unica soluzione reale z = —1 sono:

b) Per i valori trovati le soluzioni dell’equazione (k) sono:

¢) Indicato con z; una soluzione di (xx) con parte immaginaria negativa, si risolva ’equazione exp z = z;:

Esercizio 4. Si considerino le rette sghembe 7 : { 2r—y=52=0 , S { v i y—z+4=0

z=0 Yy =—x

a) 'equazione cartesiana del piano per r parallelo ad s €’

b) la minima distanza d tra r ed s e

¢) lequazione della sfera I" tangente ad r ed s di raggio minimo e’:

d) le equazioni dei piani paralleli a 7 : x +y + z — 2 = 0 che intersecano la sfera I" in una circonferenza di raggio uguale
a 1 sono:

e) lequazione del luogo dei centri delle circonferenze di raggio 1 ottenute dalla sezione di I' con opportuni piani e’:

Esercizio 5. Date le matrici quadrate A, B di ordine 5 a coefficienti reali dire se le seguenti affermazioni sono vere o false:

a) AB# 0O = A invertibile VvV F
b) AB=1; = A,B invertibili vV F
¢) AB=BA = A, B invertibili vV F

d) AB=0 = A=0 oppure B=0 vV F
e) AB=0 = dim ImB < dim kerA vV F
f) Se rgA =4 e rgB = 2 indicare quali tra i seguenti casi sono possibili:
erg(AB) =0 erg(AB) =1 erg(AB) =2 erg(AB) =3 erg(AB) =4 erg(AB) =5

erg(BA) =0 erg(BA) =1 erg(BA) =2 erg(BA) =3 erg(BA) =4 erg(BA)=5
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Esercizio 1. Si consideri la matrice

A= k k-1 k
1-k 0 0

a) Determinare gli eventuali valori di k per cui A ¢ triangolabile:

b) Determinare gli eventuali valori di k per cui A e diagonalizzabile:

¢) Per k = 2 gli autospazi di A sono:

d) Per k = 2 determinare un eventuale vettore di ImA che non appartenga ad ImA?:

e) Per k = 2 una base di (ImA)~* e’ :

Esercizio 2. a) L’equazione del cono C di vertice V = (0, 0, 0) tangente alla sfera di equazione (z—1)?+(y—1)2+(2—1)? =
le:

b) Determinare le equazioni della conica degenere passante per il punto A = (1,1,0) sezione del cono C con un piano
perpendicolare al piano z = 0 e scrivere le equazioni delle componenti la suddetta conica degenere:




3 1 3
Esercizio 3. Si considerino i numeri complessi z = g — §z e w= —3 + %z . Barrare con una croce le risposte
ritenute corrette:
3 3
O ) W b) 26—l
2 2
¢) Re(zw) = Re(z)Re(w) ; d)  exp(z?+w+6mi)=1

Esercizio 4. Dato il fascio di coniche
(x+y)z—3y+2)+2Ny—1)(z—y+2)=0

a) 1 punti base del fascio sono:

b) le eventuali rette tangenti comuni a tutte le coniche del fascio sono:

¢) le coniche degeneri del fascio sono:

d) i punti impropri della generica conica del fascio sono:

e) gli asintoti dell’iperbole del fascio passante per P = (3,0) hanno equazioni:

Esercizio 5. a) Le equazioni delle similitudini dirette che hanno A = (0, 1) come punto fisso e che trasformano il punto
B = (1,0) in un punto della retta y = 0 sono:

b) Tra le similitudini trovate al punto a) determinare quelle che hanno rapporto di similitudine uguale a V5.

Esercizio 6. Sia data una matrice quadrata reale A di ordine n, indicare con una V' le risposte ritenute corrette e con
una F' quelle ritenute sbagliate:

a)VA A+ AT ¢ una matrice diagonalizzabile (V) (F)
b)VA A— AT ¢ una matrice diagonalizzabile (V) (F)
c) se A ha rango massimo, anche A + AT ha rango massimo; (V) (F)

d) se det A = 1, abbiamo che rg(AB) = rgB per ogni matrice B quadrata di ordine n. V) (F)
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Esercizio 1. Dato il seguente sistema nelle incognite x, y, z con a, b parametri reali:

(I1—-a)x—y+az=1b
r+az=—a
ar+y+(a+1l)z=a+b

a) determinare eventuali valori di a,b € R per cui il sistema ammette una e una sola soluzione:

b) determinare eventuali valori di a,b € R per cui il sistema non ammette soluzione:

¢) determinare eventuali valori di a,b € R per cui il sistema ammette infinite soluzioni:

Esercizio 2. Posto b = 1, sia A’ la matrice completa relativa al sistema dell’esercizio n.1 e sia L4 : R* — R3?
I'applicazione lineare avente A’ come matrice associata rispetto alle basi canoniche di R* e R3;

a) determinare dim(Im L 4/) al variare di a :

b) per a = —1 determinare una base del nucleo di L4/ :

c) per a = 1 determinare un sottospazio di R? che sia in somma diretta con Span(L:(1,0,1,0)T, L4(0,1,—1,0)T) :




Esercizio 3. Si consideri ’equazione complessa
-1+ +i=0;

scrivere in forma algebrica le soluzioni dell’equazione:

Esercizio 4. Determinare il polinomio a coefficienti reali di grado minimo, monico, che ammette z; = —1, 2o = 1+
come radici semplici e z3 = —i come radice doppia:

TH+y=2

a1 si determini ’equazione del piano 7 contenente ¢ e passante per il

Esercizio 5. a) Sia data la retta ¢ : {
punto P(1,—-2,—1) :

b) scrivere 'equazione del piano a per T'(1,1,2) ed ortogonale a ¢ :

¢) determinare I'equazione della sfera S tangente in 7" alla retta ¢, passante per P ed avente centro sul piano 7 :

d) determinare le equazioni della circonferenza v tangente a ¢ in T' e passante per P :

Esercizio 6. Si consideri T : R* — R* tale che dim(Im(T)) = dim(ker(T)) = 2 ; dire quali delle seguenti affermazioni
sono vere, possibili oppure impossibili:

a) R* = ker(T) @ Im(T) Vero VT | Falso VT | Vero per alcune T e falso per altre T'

b) dim(Im(T?)) =2 e dim(Im(T) Nker(T)) =1 | Vero VT | Falso VT | Vero per alcune T e falso per altre T

c) dim(Im(T?)) =1 e dim(ker(T3)) =3 Vero VT | Falso VT | Vero per alcune T e falso per altre T
d) dim(Im(T?)) =1 e dim(ker(T?)) = 2 Vero VT | Falso VT | Vero per alcune T e falso per altre T’
e) dim(Im(T3)) =0 e Im(T?) C ker(T) Vero VT | Falso VT | Vero per alcune T e falso per altre T’

(barrare una sola risposta)
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Esercizio 1. Si consideri la matrice A con a parametro reale

a—1 0 2a
A= 0 0 2—2a
0 2 2a—2

a) Determinare gli eventuali valori di a per cui A € triangolabile.

b) Determinare gli eventuali valori di a per cui A e’ diagonalizzabile.

¢) Determinare gli eventuali valori di a e i corrispondenti k per cui (A — k) risulti nilpotente.

d) Per a = 2 dire se esistono valori di h per cui (3,h + 1,h+ 1) sia autovettore.

e) Determinare gli eventuali valori di a per cui AA” + I diagonalizzabile.

Esercizio 2. a) Risolvere la seguente equazione complessa:

(expz)’ — (1+2i)expz—1+i=0

b) Tra le soluzioni del punto precedente, indicare quelle tali che |z — 34| < 3




Esercizio 3. Si consideri la sfera S di centro (1,1, 1) e raggio 2 e il punto V(1,5,1).

a) Determinare l'equazione cartesiana del piano polare di V' rispetto a S.

b) Scrivere I'equazione cartesiana del cono C di vertice V' e tangente a S.

¢) Scrivere le equazioni delle rette passanti per V', tangenti S e parallele al piano z = —1000 .

Esercizio 4. Sono date le coniche vy, : 422 +y? =5eyp:ay+ox—y—1=0.
a) Classificare 1 € 7.

Si consideri il fascio di coniche generato da 7v; e da ~» utilizzando per esso la rappresentazione
4a? 4y =542 Nzy+z—y—1)=0.

b) Determinare i punti base del fascio.

¢) Determinare le coniche degeneri del fascio.

d) Scrivere I'equazione delle eventuali parabole del fascio.

e) Determinare I'equazione di eventuali rette tangenti a tutte le coniche del fascio.

Esercizio 5. a) Determinare, se esiste, l'affinita’ ¢; che manda (0,0) in (¢,1), (1,0) in (2¢,¢+1), (0,1) in (¢4 1,¢4+1)
al variare del parametro reale ¢.

b) Determinare eventuali valori di ¢ per cui si ottiene una similitudine.

¢) Per t = 2 determinare I'area dell'immagine del cerchio di centro C(—789,2) e raggio 3 .
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Ingegneria Meccanica
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Anno accademico 2009/2010 - Primo compito in itinere

Esercizio 1. Dato il seguente sistema nelle incognite z, y, z con h parametro reale:

x+h%y=2-2h
rz+y=0
(1-hzx—-—y+z=4-2h

a) determinare eventuali valori di h € R per cui il sistema ammette una e una sola soluzione:

b) determinare eventuali valori di h € R per cui il sistema non ammette soluzione:

¢) determinare eventuali valori di A € R per culi il sistema ammette infinite soluzioni:

Esercizio 2. Sia A’ la matrice completa relativa al sistema dell’esercizio n.1 e sia L4 : R* — R3 I'applicazione lineare
avente A’ come matrice associata rispetto alle basi canoniche di R* e R3;

a) determinare la dim (Im L 4/) al variare di h :

b) indicare i valori di h per cui Papplicazione L4/ €’ surgettiva:

¢) determinare i valori di h per cui il vettore (3 —h, 34+ 2h, —7 — h) appartiene ad Im(L 4):




Esercizio 3. Risolvere I'’equazione complessa

|z|2% + 2% = 8|2]i —8i =0

Esercizio 4. a) Si consideri la sfera S di equazione S : 2% + y? + 22 — 22 + 42 + 1 = 0; calcolarne le coordinate del
centro e la misura del raggio:

b) Scrivere l'equazione parametrica della retta 7, passante per i punti A = (1,0,—2) e By = (0,2,—2 — k) con k € R:

¢) Se Py e Q sono i punti di intersezione di 7 con 9, si dia la lunghezza del segmento P, Q) al variare di k € R:

d) Posto k = 0, determinare I’equazione di eventuali piani per la retta rp—o che intersechino la sfera S e la sfera

7
Syt ty+r— 3= 0 in circonferenze di ugual raggio:

Esercizio 5. Sia V uno spazio vettoriale di dimensione n # 0 e sia T : V' — V un’applicazione lineare con
Ker T = Im T dire quali delle seguenti affermazioni sono vere e quali false:

a)T =0 VERO FALSO
b)T =1 VERO FALSO
c) T € iniettiva VERO FALSO
d) V ¢’ somma diretta di nucleo ed immagine VERO FALSO
e) dim V' € un numero pari VERO FALSO
f) T coincide con la sua inversa VERO FALSO
g) T? =0 VERO FALSO

(barrare la risposta ritenuta esatta)
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Ingegneria Meccanica
Geometria e Algebra Lineare

Anno accademico 2009/2010 - Primo compito in itinere

Esercizio 1. Dato il seguente sistema nelle incognite x, y, z con h parametro reale:

z+hy=2-2h
o=+ =0
(1-h)z—y+2z=4-2h

a) determinare eventuali valori di h € R per cui il sistema ammette una e una sola soluzione:

AtL A ht-4

b) determinare eventuali valori di h € R per cui il sistema non ammette soluzione:
A=-4

¢) determinare eventuali valori di k € R per cui il sistema ammette infinite soluzioni:

h=1

Esercizio 2. Sia A’ la matrice completa relativa al sistema dell’esercizio n.1 e sia I 4+ R* — R3 Papplicazione lineare
avente A’ come matrice associata rispetto alle basi canoniche di R4 e R3;

a) determinare la dim (Im L4/) al variare di h :

iz (ImAA.>={3 Se h+4

2 JE A=41

b) indicare i valori di h per cui applicazione L 4 e’ surgettiva:

Vh+4

¢) determinare i valori di k per cui il vettore (3~h,3+2h, —7~ h) appartiene ad Im(L 4/):

Vhtq




FlLh 4

Esercizio 3. Risolvere ’equazione complessa

2]z 4+ 2® — 8|2z|i—8i=0

g '
. 'd) : e 2 P 2/\,
(/2)-(—4) (2 A) ° 2‘::: ‘\r3-'+A:

23 =-‘f?7+/(:

Esercizio 4. a) Si consideri la sfera S di equazione S : 22 + y2 + 22 — 2z 4+ 42 + 1 = 0; caleolarne le coordinate del
centro e la misura del raggio:

€ (4 19, L) / R=2
b) Scrivere I'equazione parametrica della retta ry, passante per i punti A = (1,0, —2) e Br =(0,2,~2—k) con k € R:

X 1 (i
7|= o>+t -2
z -2 K.

¢) Se Py e Qy, sono i punti di intersezione di r con S, si dia la lunghezza del segmento P,Q; al variare di k € R:

PQR=4 VYikel

d) Posto k& = 0, determinare I'equazione di eventuali piani per la retta 74— che intersechino la sfera S e la sfera

S+ 4+ —z+y+z-—

RN

= 0 in circonferenze di ugual raggio:

Z=-2 T PX+bYyY+2-6 =0

0"

Esercizio 5. Sia V uno spazio vettoriale di dimensione n # 0 e sia T : V — V un’applicazione lineare con
Ker T' = Im T’; dire quali delle seguenti affermazioni sono vere ¢ quali false:

a) T=0 VERO 1%)

b)T'=1I VERO Fé{é
¢) T ¢ iniettiva VERO Fx%)
d) V ¢’ somma diretta di nucleo ed immagine VERO R%)
e) dim V' € un numero pari Vv % FALSO
f) T coincide con la sua inversa VERO F%O

g) T2 =0 \>Fé) FALSO

(barrare la risposta ritenuta esatta)



Cognome LS 1010 18 PPN

Numero di matricola ..........coooiiiiiiii

Ingegneria Meccanica

Geometria e Algebra Lineare
Anno accademico 2009/2010 - Secondo compito in itinere

Esercizio 1. Si consideri la matrice A con a e k parametri reali
a —a 0

A= a+1 a 0
0 2a+1 k-5

a) Determinare il valore di k per cui e3 ¢’ autovettore associato all’autovalore A = 0.

Per tale valore di k

b) L’equazione caratteristica di A e

¢) I valori di a per cui A e’ triangolabile sono:

d) I valori di a per cui A e’ diagonalizzabile sono:

e) Dire se esistono valori di a per cui esiste una base ortonormale di autovettori.

f) Posto a = 0, determinare r in modo tale che Im(A") = kerA.

Esercizio 2. a) L’equazione della circonferenza ~ appartenente al piano z = —4, con centro sull’asse z e raggio 2 e’

b) L’equazione del cono C di vertice 'origine degli assi ed avente v come direttrice.




¢) Scrivere 'equazione della sfera contenente 7 e tangente internamente C.

Esercizio 3. a) Risolvere la seguente equazione complessa:

expz = V3 —i
b) Risolvere il seguente sistema:
expz = \/§—i
13 11
(z—an—i—Gm') (z—1In2—21) (z—an—ﬁwi) =0
7
Imz < —677

Esercizio 4. Si consideri il fascio di coniche generato da vy : 22 +3(y+2)?2—12 =0 e da vo: 2y +y?+4y = 0 utilizzando
per esso la rappresentazione 22 + 3(y +2)2 — 12+ 2 \(zy + 4% +4y) = 0.
a) Determinare i punti base del fascio.

b) Determinare le equazioni delle coniche degeneri del fascio.

¢) Determinare i valori di A per cui si ottengono iperboli.

d) Determinare i valori di A per cui si ottengono parabole.

e) Determinare i valori di A per cui si ottengono iperboli equilatere.

f) Determinare ’equazione di eventuali rette tangenti a tutte le coniche del fascio.

Esercizio 5. a) Determinare 'espressione della proiettivita’ che manda (1,0,0) in (3,-3,3), (0,1,0) in (0,—1,1),
(0,0,1) in (1, —1,0) e (1,—1,1) in (1,1,0).

b) Determinare 1’equazione della controimmagine della conica v’ : 23 — 23 + 23 = 0.




AN

Ingegneria Meccanica

Geometria e Algebra Lineare
Anno accademico 2009/2010 - Secondo compito in itinere

Esercizio 1. Si consideri la matrice A con a e k parametri reali

a) Determinare il valore di k per cui e3 € autovettore associato all’autovalore A = 0.

FlLA 2

K=s

Per tale valore di &

b) L’equazione caratteristica di A e’:

p () =—X+z2a ?\L——(QQZ—«-Q.)A

¢) I valori di a per cui A e’ triangolabile sono:

—~f £ a0

—

d) I valori di a per cui A e’ diagonalizzabile sono:

——:i__gafo

e) Dire se esistono valori di a per cui esiste una base ortonormale di autovettori.

4

Q=———N

f) Posto a = 0, determinare r in modo tale che Im(A") = kerA.
Esercizio 2. a) L’equazione della circonferenza + appartenente al piano z = —4, con centro sull’asse z e raggio 2 e

2=—4 ) 2=-4¢
Xyt (2+0)'=4¢ (x%et=g

b) L’equazione del cono C di vertice l'origine degli assi ed avente v come direttrice.

€ éx 46y 2%=0




4 FULA 3

c) Scrivere I'equazione della sfera contenente v e tangente internamente C.

Jﬂ,Xiqﬂ{é+sf¥(63{—>_foﬁf4%ﬁ4bz+zo=o

Esercizio 3. a) Risolvere la seguente equazione complessa:

expz = V3 —i

2ebis i (-Fercn) (ce2)

b) Risolvere il seguente sistema:

expz=+3—1i
1 1
(z =2+ Eg-m}) (z—1n2-27) (z ~In2 - lﬁ—vr'i,-) =

7
Imz< —=n
mz 67"

o AL, > i’g—f,c

Esercizio 4. Si consideri il fascio di coniche generato da -, : 22 +3(y+2)2—12=0eday:: zy+y2+4y = 0 utilizzando
per esso la rappresentazione x? + 3(y +2)% — 12+ 2 \N(zy + % +4y) = 0.
a) Determinare i punti base del fascio.

(0;0) botrio , (=3;-4) , (o0,-4)
b) Determinare le equazioni delle coniche degeneri del fascio.

: 2 , ( N
i XgtyHey=o ;, x(4x)=0 (2=-%)
c) Determinare i valori di X per cui si ottengono iperboli.
pe (00, -25) V(- ;=) U (3; +=)

d) Determinare i valori di A per cui si ottengono parabole.
A=—14 , QA =2
e) Determinare i valori di A per cui si ottengono iperboli equilatere.
z z
A=—2 —> X'=¢"—4x4y—-44y =0

f) Determinare equazione di eventuali rette tangenti a tutte le coniche del fascio.
7 =..0

Esercizio 5. a) Determinare l'espressione della proiettivita’ che manda (1,0,0) in (3,-3,3), (0,1,0) in (0,~1,1),
(0,0,1) in (1,-1,0) e (1,-1,1) in (1,1,0).

2 o0 -
Aqﬂ = (-2 -2 4

2 2 o
b) Determinare ’equazione della controimmagine della conica +' :

X, +X, Xz=0
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INGEGNERIA MECCANICA: ALGEBRA LINEARE E GEOMETRIA
I compitino, Febbraio 2009
Esercizio 1. Dato il seguente sistema:

r+ky+z=-2k+2
r+y+kz=0
2y+kz=k—-3

1) determinare eventuali valori di k& € R per cui il sistema ammette una e una sola soluzione;

2) determinare eventuali valori di k& € R per cui il sistema non ammette soluzione;

3) determinare eventuali valori di k € R per cui il sistema ammette infinite soluzioni;

Esercizio 2. Si consideri al variare di h € R I'applicazione lineare T : R* — R? rappresentata rispetto
alle basi canoniche dalla matrice :

h—1

1 1
Ap=1| 1 h
2 2

> = O

1
h

a) si determini dim Im T al variare di h € R;

b) si determini una base di Im T al variare di h € R;

c¢) per h =1 si determini una base di Ker T




2
d) per h =1 si trovino gli eventuali valori di « e G per cui [ a | € ImT.
p

e) [FACOLTATIVA] Data lapplicazione T}, : R3[t] — Ry[t] la cui matrice associata alle basi canoniche
di Rs[t] e Ro[t] coincide con Ay, si scriva I'immagine del generico polinomio in Rs[t] tramite T7.

Esercizio 3. Si risolva la seguente equazione in C:

2+ (1+iv3)2% — 822 —8(1+iv3) =0

1 r=1+4+1
Esercizio 4. Consideriamo il punto P = —1 | elarettar:< y=—1—1 ;sidetermini, se esiste,
1 z =2t
0
I’equazione di un piano avente distanza /3 dal punto Q@ = [ 0 | e contenente la retta passante per P
2

e parallela a r.

Esercizio 5. Si determini un’eventuale applicazione lineare 7' : R* — R? iniettiva.

Esercizio 6. Si determini un’eventuale applicazione lineare T : R* — R3 tale che:
Ker T'= Span{e; —es; e3} ; Im T = Span{w ; w'}

dove w=(123)T e w’ = (001)7.




Soluzioni del Compitino del 21 Febbraio 2008 - A

Esercizio 1. Si consideri il seguente sistema lineare al variare dei parametri a
e b reali

ar+by—2=0

z+(a+y+2=0

r+y+z=5b—2

i). I valori dei parametri per cui esiste una ed una sola soluzione sono:

’a(a—i—l);éOVb‘

ii). I valori dei parametri per cui esistono infinite soluzioni sono:

[(a=0Ab=2)V(a=-1Ab=0)V(a=-1Ab=2)]

iii). I valori dei parametri per cui non esistono soluzioni sono:

’(a:O/\b;ﬁZ)\/(a:—1/\b7é0/\b;£2)‘

Esercizio 2. Si considerino al variare del parametro reale le matrici

i). trovare la dimensione di Im A, ed una base di Ker A al variare del para-
metro s

’s # -3 p(As) =4, p(A_3) =3, Ker(A_3) =Span(2,1,-1,1)T

ii). i valori, se esistono, del parametro s per cui Ker Ag ed Im A sono isomorfi
sono

’ nessun valore di s ‘

iii). i valori, se esistono, del parametro s per cui KerAg ed Im A, sono in
somma diretta sono

Esercizio 3. Indichiamo con V; l'insieme di matrici definito come
Vi = {X S MQ,Q(R); AlX = Bl}

dove A; e B; sono definite come
1 1 -3 —4
n=(G 5) = ()
1 1 0 0
(G B) m=(0 o)



i). Dire quanti e quali sono gli elementi di V; e V3 |

Vi = {(*3;2 *4; t) Czte R} (002); Vi = {(;Z ;t) Lzt GR} (50?)

ii). dire se V4 o V4 sono sottospazi vettoriali di Ms 5(R) e calcolarne eventuali
basi

Vi1 no, Vy si; By = {(‘11 8) , (g _11)}

Esercizio 4.

i). Determinare i numeri complessi z tali che exp(z) = e*(—v/3 + 1)

’zk:4—|—log2—|—i7r(%—|—2k) perkGZ‘

ii). tra le soluzioni dell’equazione precedente determinare quelle rappresentate
da punti nel piano di Gauss distanti 7v/2 dalla retta di equazione
o

x+y74flog2—€:0

z1:4+log2+%i; z,1:4—|—10g2—%”i

Esercizio 5. In un riferimento dello spazio R(O;x,y, z) sono dati la retta ed
il piano di equazioni

T:{x—i—y—Z:l a:2r+2—1=0

r—2y—22=0
ed il punto P = (0,0,1) di a.

i). le equazioni della retta r’ proiezione ortogonale di r sul piano « é:

o r—2y—22=0
’ 2r+2z=1

ii). le equazioni della retta per P perpendicolare ed incidente ad r’ sono:

20+ 5y —42z+4=0
204+2—1=0

iii). le equazioni della circonferenza nel piano di centro il punto di interesezione
di r ed r’ e di raggio 1 sono:

{ (x —6/11)* + (y — 4/11)* + (2 +1/11)> =1 =0
204+2—1=0




Soluzioni del Compitino del 21 Febbraio 2008 - B

Esercizio 1. Si consideri il seguente sistema lineare al variare dei parametri a
e b reali

br—y+az=0

c4+y+b+1)z=0

r+y+z=a—2

i). I valori dei parametri per cui esiste una ed una sola soluzione sono:

](b;éOAb;é—nAVa\

ii). I valori dei parametri per cui esistono infinite soluzioni sono:

’(b:O/\a:Z)V(b:—l/\a:2)v(b:—1/\a:0)‘

iii). I valori dei parametri per cui non esistono soluzioni sono:

’(b:O/\a;éZ)\/(b:—l/\a;éO/\a;é2) \

Esercizio 2. Si considerino al variare del parametro reale le matrici

-1 0
1 -1
10|’
11

A, =

—n O ®w
=

i). trovare la dimensione di Im A, ed una base di Ker A al variare del para-
metro s

s #1, p(As) =4, p(A1) =3, Ker(A1) = Span(1, ~1,0,0)7

ii). i valori, se esistono, del parametro s per cui Ker Ag ed Im A sono isomorfi
sono

’ nessun valore di s ‘

iii). i valori, se esistono, del parametro s per cui KerAg ed Im A, sono in
somma diretta sono

Esercizio 3. Indichiamo con V; l'insieme di matrici definito come
Vi = {X S MQ,Q(R); AlX = Bl}

dove A; e B; sono definite come
2 2 10 2
n=(t 1) m-(3 )
2 2 0 0
A2(1 1) BQ<0 0>'



i). Dire quanti e quali sono gli elementi di V; e V3 |

Vlz{(5;Z 1;t): z,teR} (00?); vzz{(j j): z,teR} (00?)

ii). dire se V4 o V4 sono sottospazi vettoriali di Ms 5(R) e calcolarne eventuali
basi

Vi1 no, Vy si; By = {(‘11 8) , (g _11)}

Esercizio 4.

i). Determinare i numeri complessi z tali che exp(z) = e(i — 1)

’zk:1+%log2+iw(%+2k) perkEZ‘

ii). tra le soluzioni dell’equazione precedente determinare quelle rappresentate
da punti nel piano di Gauss distanti 7v/2 dalla retta di equazione
3T

1
z+yflf§10g2—zzo

z1:1+%log2+1}T’Ti; z,1:1+%log2—%i

Esercizio 5. In un riferimento dello spazio R(O;x,y, z) sono dati la retta ed
il piano di equazioni

) rmy—z2=—1 . 1=
T'{2x—y—|—2z:0 arx+2y—1=0

ed il punto P = (1,0,0) di a.

i). le equazioni della retta r’ proiezione ortogonale di r sul piano « é:

,. 20 —y+22=0
’ r+2y—1=0

ii). le equazioni della retta per P perpendicolare ed incidente ad r’ sono:

—dx+2y+52+4=0
204+2—1=0

iii). le equazioni della circonferenza nel piano di centro il punto di interesezione
di r ed r’ e di raggio 1 sono:

{ (x+1/11)% + (y — 6/11)* + (2 —4/11)> =1 =0
204+2—1=0




Soluzioni del Compitino del 21 Febbraio 2008 - C

Esercizio 1. Si consideri il seguente sistema lineare al variare dei parametri a
e b reali

r+by+z=0

b-Dz+(a+1)y—2z=0

r+y+z=a—-1

i). I valori dei parametri per cui esiste una ed una sola soluzione sono:

]w¢0Ab¢nvq

ii). I valori dei parametri per cui esistono infinite soluzioni sono:

(b=0nra=1)v(b=0ra=-1)V(b=1Aa=1)]

iii). I valori dei parametri per cui non esistono soluzioni sono:

Mb:1Aa¢1wub:0Aa¢1wmb:0Aa¢—n\

Esercizio 2. Si considerino al variare del parametro reale le matrici

1 -1 0 -1
0 1 s 0

A = 1 1 2 -1/’
1 1 s 0

i). trovare la dimensione di Im A, ed una base di Ker A al variare del para-
metro s

s #1, p(A) =4, p(A1) =3, Ker(A1) = Span(0, 1,1, 1)7

ii). i valori, se esistono, del parametro s per cui Ker Ag ed Im A sono isomorfi
sono

’ nessun valore di s ‘

iii). i valori, se esistono, del parametro s per cui KerAg ed Im A, sono in
somma diretta sono

Esercizio 3. Indichiamo con V; l'insieme di matrici definito come
Vi = {X S MQ,Q(R); AlX = Bl}

dove A; e B; sono definite come
-1 1 2 1
n=(s) 56 5)
-1 1 0 0
() 2= (o)



i). Dire quanti e quali sono gli elementi di V; e V3 |

Vlz{(2;2 tzl): z,teR} (002); vzz{(j j): z,teR} (00?)

ii). dire se V4 o V4 sono sottospazi vettoriali di Ms 5(R) e calcolarne eventuali
basi

Vi1 no, Vy si; By = {(‘11 8) , (g _11)}

Esercizio 4.

i). Determinare i numeri complessi z tali che exp(z) = e?(1 — iv/3)

’zk:2—|—log2—|—i7r(2k—%) perkGZ‘

ii). tra le soluzioni dell’equazione precedente determinare quelle rappresentate
da punti nel piano di Gauss distanti 7v/2 dalla retta di equazione

m+y—2—log2+g20

z1:2+10g2—7—;i; z,1:2+log2+5?"i ‘

Esercizio 5. In un riferimento dello spazio R(O;x,y, z) sono dati la retta ed
il piano di equazioni

- { r—y+z=1

%42 —2=0 a:y+2z—1=0

ed il punto P = (0,1,0) di a.

i). le equazioni della retta r’ proiezione ortogonale di r sul piano « é:

’. z—2x—2y=0
224y—1=0

ii). le equazioni della retta per P perpendicolare ed incidente ad r’ sono:

224+y—1=0

{ 2245 —4y+4=0

iii). le equazioni della circonferenza nel piano di centro il punto di interesezione
di r ed 7’ e di raggio 1 sono:

{ (x—4/1)° + (y +1/11)* + (2 — 6/11)> =1 =0
224+y—1=0




Soluzioni del Compitino del 21 Febbraio 2008 - D

Esercizio 1. Si consideri il seguente sistema lineare al variare dei parametri a
e b reali

rz+ay+z2z=0

(a—1z+0b-1y—2=0

r+y+z=5b—-1

i). I valori dei parametri per cui esiste una ed una sola soluzione sono:

’(a#O/\a;ﬁl)/\Vb‘

ii). I valori dei parametri per cui esistono infinite soluzioni sono:

’(a:l/\b:l)V(a:O/\b:l)‘

iii). I valori dei parametri per cui non esistono soluzioni sono:

’(a:l/\b;él)\/(a:O/\b;él)‘

Esercizio 2. Si considerino al variare del parametro reale le matrici

1 -1 0 0

0O 1 -1 s
A= 1 1 0 s’

1 1 1 1

i). trovare la dimensione di Im A, ed una base di Ker A al variare del para-
metro s

s #2, p(As) =4, p(Az) =3, Ker(A2) = Span(~1,-1,1,1)7

ii). i valori, se esistono, del parametro s per cui Ker Ag ed Im A sono isomorfi
sono

’ nessun valore di s ‘

iii). i valori, se esistono, del parametro s per cui KerAg ed Im A, sono in
somma diretta sono

Esercizio 3. Indichiamo con V; l'insieme di matrici definito come
Vi = {X S MQ,Q(R); AlX = Bl}

dove A; e B; sono definite come
2 =2 4 6
n=(53) 5= 9)
1 1 0 0
(G B) m=(0 o)



i). Dire quanti e quali sono gli elementi di V; e V3 |

Vlz{(2i2 tt?’): z,teR} (002); vzz{(j j): z,teR} (00?)

ii). dire se V4 o V4 sono sottospazi vettoriali di Ms 5(R) e calcolarne eventuali
basi

Vi1 no, Vy si; By = {(‘11 8) , (g _11)}

Esercizio 4.

i). Determinare i numeri complessi z tali che exp(z) = e3(1 + 1)

3+ 3log2 +im (§+2K) perk e Z|

ii). tra le soluzioni dell’equazione precedente determinare quelle rappresentate
da punti nel piano di Gauss distanti 7v/2 dalla retta di equazione
I

1
z+y—37510g2—1:0

z1:3+%log2+%i; z,1:3+%log2+§i ‘

Esercizio 5. In un riferimento dello spazio R(O;x,y, z) sono dati la retta ed
il piano di equazioni

T:{x—y—i—z:l arx+2y—1=0

20—y —22=0
ed il punto P = (1,0,0) di a.

i). le equazioni della retta r’ proiezione ortogonale di r sul piano « é:

20 —y —22=0
r+2y—1=0

ii). le equazioni della retta per P perpendicolare ed incidente ad r’ sono:

4z —1)—2y+52=0
r+2y—1=0

iii). le equazioni della circonferenza nel piano di centro il punto di interesezione
di r ed r’ e di raggio 1 sono:

{ (x —1/11)%* + (y +6/11)* + (2 —4/11)> =1 =0
T+2y—1=0




Soluzioni del compitino del 21 Aprile 2007 - 1 - Matematica II

Ingegneria meccanica

Esercizio 1. Si consideri il seguente sistema lineare al variare del parametro k € R:
ky —(kE+2)z=1

x+2ky +4kz =1/2
(2k+ 1)z +2ky =1/2

(a) Determinare eventuali valori di k per cui il sistema ammette una e una sola soluzione.

’k;éO/\ k;éq\

(b) Determinare eventuali valori di k per cui il sistema non ammette soluzioni.

=1

(¢) Determinare eventuali valori di k& per cui il sistema ammette infinite soluzioni.
r=n

Esercizio 2. Si considerino le applicazioni lineari T, , : R3 — R* aventi come matrice associata rispetto alle rispettive

basi canoniche

0 a 2b
1 1 a
Adap=1 909 1 -
0 a O

(a) Determinare al variare di a e b i valori della dimensione di ImA.

’b;ﬁO/\VargA:.?a : sz/\VargA:Z‘

(b) Dare eventuali valori di a e b per cui T & surgettiva e motivare la risposta.

] Mai: 3 = dimImT + dimker T = dim ImT < 3\

(c) Per b =1 dare eventuali valori di a per cui v = (2,2,0,a)” appartiene ad ImA

(d) Per a # 0 e b= 1 dare un eventuale sottospazio sommando diretto di ImA in R*

’ ImT @ Span(2,2,0,a) = R*

(e) Dire se esistono U e W sottospazi di R* di dimensione 3 tali che dim(U N W) = 1 e motivare la risposta.

] No: dim(U + W) = dim U + dim W — dim(U N W) = 5\

Esercizio 3. Posto

(0 1 (1 =2 42 p2 _ _
A(O _1), B<O 3), C=A>-B? D=(A+B)(A-B)

(a) Scrivere C' e D e verificare se C' = D.

(1 -1 (-1 3 ., (0 -1 . (1 -8 I A
rep=(o a)oae=( d)a-(0 1) e -(h w ) emr- ()

(b) Dati A e B qualunque & sempre vero che C' = D ? Motivare le risposte.

1 0 0 1 1 -1 1 0
No.bastaprendereAf(O O)’B7<O 0>,D7<0 0),Cf<0 O)




Esercizio 4. Risolvere I'equazione complessa (z + 1)% = 1. Tra le soluzioni trovate indicate quello che hanno modulo
massimo e minimo e calcolare i rispettivi moduli.

-1+iV3 -3+iV3 3+iV3 1+iV3 .
20=0,21=————, 22=———,23=—-2, 24 =————, Zs = —————, min: Zo, max: |zg| =2
2 2 2 2
Esercizio 5. Sono dati due piani ed una retta in R? di equazioni
r =—-14+2¢
arx—2y+2z-1=0,ad:2+y—2242=0, r: ¢y =1—t
z =-2+3t

(a) Scrivere le equazioni delle sfere aventi centro sulla retta r e tangenti ai piani o ed o’.

V6

6

C:=(-1,1,-2), Ri =v6, Cz=(1,0,1), Ry =

(b) Scrivere I’equazione del piano /3 passante per la retta di intersezione s = aN o’ e parallelo ad r.

’6:12x—3y—9z+9:0‘

Esercizio 6.

(a) Sia X una variabile aleatoria con distribuzione N(0,1); determinare a tale che P(X < a) = 0.03.

(b) Sia X una variabile aleatoria con distribuzione N(2,4); determinare P(|X| > 2).

(¢) Da una popolazione & estratto il campione
59 6,2 6,1 5,8 6,0

calcolare gli stimatori per la media e per la varianza della popolazione.

X =6, s> =0.025




Soluzioni del compitino del 21 Aprile 2007 - 2 - Matematica II

Ingegneria meccanica

Esercizio 1. Si consideri il seguente sistema lineare al variare del parametro k € R:

(2k + 1)y + 2kz = 1/2
(k+2)x+kz=1
do + ky + 2kz = 2

(a) Determinare eventuali valori di k per cui il sistema ammette una e una sola soluzione.

KFon kA1)

(b) Determinare eventuali valori di k per cui il sistema non ammette soluzioni.

(¢) Determinare eventuali valori di k& per cui il sistema ammette infinite soluzioni.

Esercizio 2. Si considerino le applicazione lineari T, , : R? — R* aventi come matrice associata rispetto alle rispettive

basi canoniche

0 b 2a

1 2 b
Aoy = 0 1 —a

0 b 0

(a) Determinare al variare di a e b la dimensione di Im7T".

|a#0AYbrgA=3 : a=0AVbrgA =2]

(b) Dare eventuali valori di a e b per cui T & surgettiva e motivare la risposta

] Mai: 3 = dimImT + dimker T = dimImT < 3\

(¢) Per a =1 dare eventuali valori di b per cui il vettore (2,2,0,b) appartiene ad ImT

(d) Per b # 0 ad a = 1 dare un eventuale sottospazio sommando diretto di Im7" in R*.

’ ImT @ Span(2,2,0,b) = R*

(e) Dire se esistono U e W sottospazi di R* di dimensione 3 tali che dim(U N W) = 1 e motivare la risposta.

| No: dim(U + W) = dimU +dim W — dim(UNW) = 5|

Esercizio 3. Date le matrici

A:(_i g) B:(é g) C=A2_ B> D=(A+B)A-B)

(a) Scrivere C' e D e verificare se C' = D

(20 a0 0\ 42 ([ 10 2 (10 [ 0 0
ree(fg)ae-(a g ) a-(a o) »-(ia)om-( )

(b) Dati A e B qualunque & sempre vero che C' = D ? Motivare le risposte

1 0 0 1 1 -1 1 0
No.bastaprendereAf(O 0)’B7<0 0)7D,(0 0),07(0 O)




Esercizio 4. Risolvere 'equazione complessa (z — 1) = 1. Tra le soluzioni trovate indicare quelle che hanno massimo
e minimo modulo e calcolare i rispettivi moduli.

3+iV3 1+iV3 1-iV3 3-iV3 ,
Zo =2, Z1 = , Zo = , 23 =0, 24 = , Zs = , min: zg, max: |zo| =2
2 2 2 2
Esercizio 5. Sono dati due piani ed una retta in R3 di equazioni
z =1-3t
a:x+y—22—1=0,0: —20+y+2+2=0, r:{ y =1-—t
z =2-—1

(a) Scrivere le equazioni delle sfere aventi centro sulla retta r e tangenti ai piani o ed o’.

012(17172), Rlzg, 022(4,2,3), R2:§.

(b) Scrivere I’equazione del piano /3 passante per la retta di intersezione s = aN o’ e parallelo ad r.

B:y—z=0

Esercizio 6.

(a) Sia X una variabile aleatoria con distribuzione N (0, 1); determinare a tale che P(X < a) = 0.33.

a=—-0.44

(b) Sia X una variabile aleatoria con distribuzione N (1,9); determinare P(]X| > 1).

0.7514

(¢) Da una popolazione ¢ estratto il campione
6,0 6,1 5,8 57 6,4

calcolare gli stimatori per la media e per la varianza della popolazione.

X =6, s> =0.075




Soluzioni del compitino del 21 Aprile 2007 - 3 - Matematica II

Ingegneria meccanica

Esercizio 1. Si consideri il seguente sistema lineare al variare del parametro k € R:

ky + (k+2)z = =2
r—2ky+kz= -1
(k—1zx+2ky=1

(a) Determinare eventuali valori di k per cui il sistema ammette una e una sola soluzione.

’k;éO/\ k;éq\

(b) Determinare eventuali valori di k per cui il sistema non ammette soluzioni.

=1

(¢) Determinare eventuali valori di k& per cui il sistema ammette infinite soluzioni.

r=n
Esercizio 2. Si considerino le applicazioni lineari Tj, , : R® — R* aventi come matrice associata rispetto alle rispettive

basi canoniche

0 b+2 2(a—2)
12 b+ 2
dap=1¢ 4 2-q
0 b+2 0

(a) Determinare al variare di a e b i valori della dimensione di ImA.

’a;é2/\VbrgA:3 : a:2AVbrgA:2‘

(b) Dare eventuali valori di a e b per cui T' & surgettiva e motivare la risposta.

] Mai: 3 = dimImT + dimker T = dimIm T < 3\

(c) Per a = 3 dare eventuali valori di b per cui v = (2,2,0,b+ 2)T appartiene ad Im7'.

==

(d) Per b# —2 e a = 3 dare un eventuale sottospazio sommando diretto di ImT" in R%.

] ImT @ Span(2,2,0,b + 2) = R

(e) Dire se esistono U e W sottospazi di R* di dimensione 3 tali che dim(U N W) = 1.

| No: dim(U + W) = dim U + dim W — dim(UN'W) = 5]

Esercizio 3. Posto

(11 (4 -3 e B -
A_(O 2), B—(O 1), C=A>-B> D=(A+B)A-B)

(a) scrivere C' e D e verificare se C' = D.

(5 =2 o[ -3 4 . (1 3 . (16 —15 [ —15 18
rem= (G 5 )oaeme () (o 8) (0 ) e (78 )

(b) Dati A e B qualunque & sempre vero che C'= D? Motivare la risposta.

1 0 0 1 1 -1 1 0
No.bastaprendereA—(O 0)’B_<0 O)’D_(O 0),0—(0 O)




Esercizio 4. Risolvere l'equazione complessa (z + 1)® = —1. Tra le soluzioni indicare quelle che hanno modulo
massimo e minimo e calcolarne i rispettivi moduli.

2’ 2’ 2 2

N

’min: |z0\2 = |Z5|2 =2 — /3 max: |Z2‘2 = |Z3|2 =2+ \/5‘

Esercizio 5. Sono dati due piani ed una retta in R? di equazioni

r =1+t
a: —2x+y+z—1=0,a:2-2y+2+2=0, r: y = —2+3t
z =—-1-2t

(a) Scrivere le equazioni delle sfere aventi centro sulla retta r e tangenti ai piani « ed «’.

_ 4V6
T3

Cl = (17 727 71)7 Rl = \/67 02 = (3747 75)a R2

(b) Scrivere I’equazione del piano /3 passante per la retta di intersezione s = aN o’ e parallelo ad 7.

‘ﬁ: —5x+3y+2z—3=0‘

Esercizio 6.

(a) Sia X una variabile aleatoria con distribuzione N(0,1); determinare a tale che P(X < a) = 0.09.

(b) Sia X una variabile aleatoria con distribuzione N(2,9); determinare P(|X| > 2).

(¢) Da una popolazione & estratto il campione
5,7 6,1 59 6,2 6,1

calcolare gli stimatori per la media e per la varianza della popolazione.

X =6, s> =0.04




Soluzioni del compitino del 21 Aprile 2007 - 4 - Matematica II

Ingegneria meccanica

Esercizio 1. Si consideri il seguente sistema lineare al variare del parametro k € R:

2ky + (3 —k)z =3/2
20 — ky+ kz=—1
(k—2)z+ky=1

(a) Determinare eventuali valori di k& per cui il sistema ammette una e una sola soluzione.

FZon k71

(b) Determinare eventuali valori di k& per cui il sistema non ammette soluzioni.

(¢) Determinare eventuali valori di k& per cui il sistema ammette infinite soluzioni.

Esercizio 2. Si considerino le applicazioni lineari T, ;, : R3 — R* aventi come matrice associata rispetto alle rispettive
basi canoniche

20— 1)
—(ba— 1)
0

Aa,b =

oSO = O
S el i S

(a) Determinare al variare di a e b i valori della dimensione di ImT'.

’b#l/\VargA:3 : b:l/\VargA:Z‘

(b) Dare eventuali valori di a e b per cui T & surgettiva e motivare la risposta.

] Mai: 3 = dimImT + dimker T = dim ImT < 3\

(c) Per b = 2 dare eventuali valori di a per cui v = (2,2,0,a)” appartiene ad ImT.

(d) Per a # 0 e b = 2 dare un eventuale sottospazio sommando diretto di Im7" in R*.

’ ImT @ Span(2,2,0,a) = R*

(e) Dire se esistono U e W sottospazi di R* di dimensione 3 tali che dim(U N W) = 1.

] No: dim(U + W) = dim U + dim W — dim(U N W) = 5\

Esercizio 3. Posto
1 1 5 1
4= ( 0 -2 ) b= ( 0 2 ) C=A*-B D=(A+B)A-B)
(a) scrivere C' e D e verificare che C = D.

(6 2 L (-4 0 . (1 -1 s (257 (24 -8
reme(og) o ame (o 4)owe(o 3 ) (5 1) e (5 )

(b) Dati A e B qualunque & sempre vero che C'= D ? Motivare le risposte.

1 0 0 1 1 -1 1 0
No.bastaprendereA-(O O)’B_<O 0>,D—<0 0>’C_<O O>




Esercizio 4. Risolvere I'equazione (z — 2)% = 1. Indicate tra le soluzioni quelle di massimo e minimo modulo e
calcolarne i rispettivi moduli.

5 3 3 3 3 3 5 3
zo = 3, 21:§+i§, Z2=§+i§, zz =1, Z4:§7i£, Z5=77i§, min: |zg| =1, max: |zo| =3

Esercizio 5. Sono dati due piani ed una retta in R?® di equazioni

r =1-3t
a:r—2y+2—1=0,0d: —20+y+2+2=0, 7r: y =2+t
z =1-2t

(a) Scrivere le equazioni delle sfere aventi centro sulla retta r e tangenti ai piani o ed o’.

6 1
C: =(1,2,1), Rlzi’ C: = (5/2,3/2,2), Rz:ﬁ

2
(b) Scrivere I'equazione del piano [ passante per la retta di intersezione s = o N’ e parallelo ad r.

’B:3x+y—4z—3:0‘

Esercizio 6.

(a) Sia X una variabile aleatoria con distribuzione N(0,1); determinare a tale che P(X < a) = 0.24.

(b) Sia X una variabile aleatoria con distribuzione N(1,4); determinare P(]X]| > 1).

a = 0.6587

(¢) Da una popolazione & estratto il campione
6,2 5,8 5,9, 6,2 5,9

calcolare gli stimatori per la media e per la varianza della popolazione.

X =6, s =0.035




Soluzioni del compitino B - 21 Aprile 2007

Soluzione 1.

a) Calcolando il determinante della matrice del sistema col metodo di Sarrus
si ha

0 2k+1 2k 0 2k+1
det | k+2 0 k k+2 0
4 k 2k 4 k

=0+ 4k(2k + 1) + 2k*(k + 2) — 2k(k +2)(2k + 1)
=2k?(1 — k)
dunque, il sistema ammette una soluzione unica per k # 0 e k # 1.

b) Per k = 0 la matrice del sistema diventa

01 0] 1/2
2.0 0| 1
4.0 0] 2

dunque il sistema ammette infinite soluzioni.

c) Per k =1 la matrice del sistema diventa

0 3 2] 1/2
30 1] 1
41 2] 2

mediante le trasformazioni elementari Ry — 4Ry — 3R3, Ry — R1 + Ry e
Ry < Rj3 la matrice diventa

4 1 2 2
0 -3 -2 )
0 0 0] —3/2

e, dall’'ultima riga, & chiaro che il sistema non ammette soluzione.

Soluzione 2. Per calcolare il rango di 755, andiamo a vedere i determinanti
delle due sottomatrici quadrate di ordine tre. Utilizzando lo sviluppo di Laplace
si ha

0 b 2a b9
det {1 2 b :—det( a):a(b+2)
1 —a
0 1 —a
12 b L
det| 0 1 —a :det( b g ) = ab
0 b 0

dunque per a = 0 il rango della matrice ¢ 2, per a # 0 il rango ¢ tre. L’appli-
cazione non ¢ mai surgettiva; infatti dal teorema della dimensione

3=dimkerT +dimIm7T = dimIm7T < 3.



Quando a = 1 il rango di 77, € massimo, come abbiamo visto in preceden-
za. Utilizziamo il teorema di Rouché-Capelli e calcoliamo il determinate della
matrice 7" = (T'|v);

det =—det| 1 =1 0 | =0
01 -1/0 b0 b
0 b 0| b

dunque per b = 0 si ha rgT’ = rgT, dunque v € ImT. Se b # 0 allora v € ImT,
dunque

R* = ImT & Span(v).

Per I'ultima parte dell’esercizio basta applicare il teorema della dimensione. Se
esistessero U e W di dimensione tre, con intersezione di dimensione 1 avremmo

Z=U+We
dimZ =dimU +dimW —dimUNW =3+3—-1=5

cioe un sottospazio di dimensione cinque R*.

Soluzione 3. Si ha D = (A+ B)(A— B) = A(A— B)+ B(A— B) = A% -
AB + BA — B?. Dunque C = D se e soltanto se A e B commutano e si ha

o= aa)(53)=(00)
pa=(a) (a0)=(a)

per trovare casi in cui C' # D basta trovare una coppia di matrici A’ ¢ B’ che
non commutano, ad esempio
!
> ’ B - ( > .

-

Soluzione 4. Sostituendo w = z — 1 possiamo risolvere 1’equazione complessa
w® = 1 le cui soluzioni sono le radici seste dell’unita, dunque abbiamo

10
0 0

0 1
0 0

km .. km
2k = 1—5—005? —|—zsmg;

dunque, per 0 < k < 5 abbiamo

20:2 2’320

L _3+iV3 L _1-iv3

1= 7 1T
1+iv3 3—iV3

2= BT

dunque si hanno le soluzioni di modulo minimo e massimo

min: z3, |z3] =0,

max: 2g, |2o| =2



Soluzione 5. I centri delle sfere sulla retta r hanno la stessa distanza dai due
piani, dunque basta imporre

dist (Cy, )% = dist (Cy, o )?;
dato un generico punto (1 — 3¢,1 —¢,2 — t) i quadrati delle distanze sono

|2t +3| |4t + 3|
V6 V6

le cui soluzioni sono t; = 0 e t = —1. In corrispondenza di questi valori si
hanno circonferenze e raggi

012(17172)a Rlzg, 02:(4,273)’ Rg:?

Osserviamo che il piano o', cosi come «a, non & parallelo ad r, infatti si ha
iy - T=(-2,1,1)-(-3,-1,-1)T =6 -1-1=4#0,

dunque, andando a cercare il piano (3, nel fascio di piani della retta r, possiamo
escludere o, cio¢ eliminare un parametro. Definiamo

ay=a+X =r+y—2z—1+AN-2x+y+2+2)
=1-2Nz+A+1Dy+A—2)z+2\ -1
ed imponiamo la condizione di parallelismo
0=ty T==3(1=-2\)—-A—-1-A42==-34+6A-A—-1-A+2=41-2

dunque il piano 3 cercato & a2, di equazione y — z = 0.
Soluzione 6. Per definizione P(X < a) ¢ la funzione di ripartizione della legge
di X e siha F(a)=0.33, dunque

F(—a)=1-F(a) =0.67T= —a=0.44

dunque a = —0.44. Per quanto riguarda il punto b) sia F la funzione di
distribuzione della variabile X. Si ha

P(|X|>1)=P(X>1)+P(X<-1)=1-F(-1)— F(1)
=14 Fo1(—2/3) — Fp1(0) =1/2=3/2 — Fy1(2/3)
= 1.5 — Fp,1(0.6700) = 0.7514.
Scriviamo di seguito gli stimatori della media e della varianza

1 01+ 0.04 + 0. 1
) Z:(mii)z:(woo +0.04 4 0.09+0.16

1 = 0.075.
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Esercizio 1. Si consideri il seguente sistema lineare al variare del parametro k € R:

r+y—kz=—k
(k+2)x+ky—2=-1
ky—z=—k

(a) Determinare eventuali valori di k per cui il sistema ammette una e una sola soluzione.

(b) Determinare eventuali valori di k per cui il sistema non ammette soluzioni.

(¢) Determinare eventuali valori di k& per cui il sistema ammette infinite soluzioni.

Esercizio 2. Si considerino le applicazione lineari T}, : R* — R3 aventi come matrice associata rispetto alle rispettive
basi canoniche

1 0 h 1
Ay=(1 -1 0 1
1 0 1 h

(a) Determinare al variare di h una base di Imf , la dimensione di Imf e la dimensione di Kerf .

(b) Se si considera, per h = 1 A; come matrice associata all’applicazione lineare Ty : Mao(R) — R? rispetto alle

rispettive basi canoniche,! posto B = ( _} (2) ) .ev=(1,0,1) calcolare Ty (B) e Tl_l(”)-

O =
o o
N———
VRS
o o
[l
N———
N
= O
o o
N———
VR
o o
= O
N———
—

I Per base canonica di M2 2(R) si intende ((



Esercizio 3. Risolvere I'equazione complessa z%|z|? — 42 + (+1 — /3i)|2|> = 4 — 4V/3i

Esercizio 4.
Si scrivano:

(a) lequazione del piano m passante per la retta r

r = 142t
T y = —1-2t
z = t

e per il punto P = (1,1,-2)T
(b) Pequazione della sfera S tangente al piano 7 nel punto T = (—1,1,—1)7 e passante per Q = (1,—1,1)7.

(c) le coordinate del centro ed il raggio della circonferenza che si ottiene intersecando S con il piano di equazione
2z + Ty + 52 = 0.

Esercizio 5. Sia X una variabile aleatoria con distribuzione N (1,4)
(a) Calcolare la probabilita che X assuma valori maggiori di —%.
(b) Calcolare la probabilita che sia | X — 2| < 5

(c) Calcolare a in modo che sia soddisfatta la relazione P(—1 < X < a) = 0, 3493.




